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1.Uvod

Aj napriek dobrym schopnostiam prikazu DSol ve[ ], principialne len vel'mi malo
diferencialnych rovnic ma analytické rieSnie. Ak prikaz DSol ve[ ] nemoze najst’ rieSenie,
musime pouzit’ dostupné numerické techniky na najdenie priblizného rieSenia. NDSol ve[ ]
je definovana funkcia programu MATHEMATICA, ktord umoznuje riesit’ diferencialne rovnice
numericky. Ma tvar:

NDSol ve[ {rovni cal, rovnicaz2, ...},Yy,{Xx, xmn, xmax}]
najde numerické riesenie pre funkciu y a x z intervalu [xmin, xmax|
NDSol ve[ {rovni cal, rovnica2,...},{yl,y2,...},{x, xmn, xmax}]

najde numerické rieSenie pre viaceré funkcie yi a x z intervalu [xmin, xmax |

Cielom tohto c¢lanku nie je zopakovat uvodnt prednasku zakladného kurzu
matematiky o diferencidlnych rovniciach. Preto nebudeme presne definovat, ¢o rozumieme
diferencidlnou rovnicou, ako je definované jej rieSenie, aké zakladné typy dif. rovnic pozndme
a ako vyzeraju algoritmy ich rieSenia. Vzhladom kuz uvedenému prosime Cditatel'a o
prepacenie niektorych nepresnosti vo vyjadrovani v nasledujucich riadkoch. Chceme skor
poukdazat’ na problémy, ktoré vznikaju pri snahe numericky riesit’ dif. rovnice pomocou pg.
systtmu MATHEMATICA a na moznosti, ako sa tymto problémom vyhnut, resp. ako ich
odstranit’.

Ak rieSime diferencidlnu rovnicu bez hrani¢nych podmienok symbolickymi
technikami ziskame vSeobecné rieSenie tejto rovnice, ktoré obsahuje konsStanty. Dosadenim
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hrani¢nych podmienok (pociatonych, alebo okrajovych) do vSeobecného riesenia dostaneme
rieSenie pociatocnej (okrajovej) ulohy.

Pri numerickom rieSeni obyc¢ajnej diferencidlnej rovnice hraju hranicné podmienky
vyznamnu tlohu - uréuju mozni metddu rieSenia dif. rovnice.

Ak hrani¢né podmienky st dané len v jednom bode nezavisle premennej x hovorime o
pociatocnych podmienkach a ulohu nazyvame pociatocnou ulohou (initial value problem). Ak
zahtniaju viac ako jeden bod tlohu nazyvame okrajovou ulohou (boundary value problem).

napr. dif. rovnica s pociatocnymi podmienkami y[0]==1, y’[0]==2 je pociato¢nou ulohou a
rovnica s podmienkami y[0]==1, y[2]==0 je okrajovou ulohou.

Obe triedy tloh st numericky dolezité. Aktualna verzia prikazu NDSol ve[ ]
implementovana vo verzii MATHEMATICA 3.0 podporuje len pociatocné ulohy. V dalSej
Casti tohto ¢lanku vSak poskytneme ¢itatel'ovi ukazky, ako mozno v niektorych pripadoch toto
obmedzenie obist. Niektoré boundary value problem je mozné rieSit len pouzitim
dodatocnych programovych balikov, podrobnejsi popis moznosti tychto balikov je mozné
ndjt’ v Standard Add-On Packages manuale.

Vstupné parametre prikazu NDSol ve[] musia obsahovat' nielen diferencialnu
rovnicu, ktoru treba rieSit, ale tieZ postaujici pocet pociatoénych podmienok. Vo
vSeobecnosti diferencidlna rovnica s derivaciami do n-tého radu pozaduje pociatocné
podmienky do (n-1) derivécie. Pre systém dif. rovnic, pocet pociatocnych podmienok je rovny
suctu radov podmienok pre jednotlivé rovnice.

Druhy argument v prikaze NDSol ve[ ] udava nezavisle premennu a interval, pre ktory
potrebujeme riesit’ poc¢iato¢nu ulohu. Pre tito nezavisle premennu je potrebné urCit’ interval
konecnej vel'kosti, na ktorom treba hl'adat’ rieSenie dif. rovnice.

Jednoduchy priklad pouzitia tohto prikazu:

In[l]:=
NDSol ve[{y'''"[x] + x y''"[x] + x*2 y'[x] + Sin[x] y[x] ==0, y'’'[0]==2,
y'[0]==-1, y[0]==0},y[x],{x,0,3}]
Out[1]=
{{y[x] -> InterpolatingFunction[{{0., 3.}}, <>][x]}}
In[2]:=
Plot[y[x]/.%{x,0,3}]

1

0.8

0.6

Out[2]=
- Graphi cs-
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2. Interpolac¢né funkcie

Prikaz NDSol ve[ ] vrati rieSenie diferencialnej rovnice ako objekt tvaru | nt er po-
| ati ngFuncti on, ktory v skutoc¢nosti tvori funkcia po Castiach polynomicka. (Tento objekt
okrem inych vie vytvorit’ aj funkcia Interpolation[].)

V skuto¢nosti sa tento objekt skladd z dvoch casti. Prvd urcuje interval hodnot
nadobtudanych nezévisle premennou, pre ktory prikaz nasSiel priblizné rieSenie. Druha Cast’ je
tabul’kou koeficientov nutnych pre vytvorenie interpolacnej funckie. Len pre uplnost
pripomenime, ze interval hodndt nie vzdy zodpoveda intervalu, ktory sme zadali vo vstupe
funkcie NDSol ve[ ] .

1 1
Priklad: Rovnica y' = W s po¢. podm. y(0) = 5 obsahuje singularitu na pravej strane
-X

v bode x =2. Ak pozZadujeme numerické rieSenie na intervale [0,4], MATHEMATICA nas
vo vystupe na tato chybu upozorni.

In[3]:=
NDSol ve[ {y' [x] == 1/(2-x)"2,y[0]==1/2},y[x],{x,0, 4}]

NDSol ve: : ndsz:

At x == 2., step size is effectively zero; singularity suspected.
Out[3]=
{{y[x] -> InterpolatingFunction[{{0., 2.}}, <>][x]}}
In[4]:=

Plot[y[x]/.%{x,0,4}]

I nt erpol ati ngFuncti on: : dnval :
I nput value {2.01686} lies outside the range of data in the
interpolating function. Extrapolation will be used.

I nt erpol ati ngFuncti on: : dnval :
I nput val ue {2.00736} lies outside the range of data in the
interpolating function. Extrapolation will be used.

Out[4]=
- Graphi cs-
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3. Dal§ie moZnosti prikazu NDSol ve[ ]

NDSol ve[ ] pouziva “viackrokové metody ““ na vypocet rieSenia.

Ak mame urcené pociatocné podmienky diferencidlnej rovnice, Startujica hodnota
pre vypocet nasledujicej hodnoty y; je dana implicitne. V tomto pripade staci treti argument
prikazu NDSol ve[] uviest v tvare {X, Xmax}. Ak uvedieme tento argument v tvare
{X, Xmin, Xmax ; za Startujucu hodnotu MATHEMATICA zoberie hodnotu Xpi,. Ak st hodnoty
X0 (v pociato¢nej podmienke) a hodnota X, rozdielne, ako Startujicu hodnotu pre vypocet
systém MATHEMATICA zoberie hodnotu X, a ignoruje pociatoénit podmienku. OSetreny je
aj pripad Xo € [Xmin,» Xmax J> @l€ Xo # Xmin . V tomto pripade objekt | nt er pol ati ngFuncti on
vznikne zloZenim dvoch objektov tohto typu vytvorenych na intervaloch [Xpmin, Xo] @ [X0, Xmin]-

In[5]:=

ries=NDSol ve[{y’' [x] ==y[x] + Sin[x], y[1l]==1},vy,{X, 5}]
Out[5]=

{{y -> InterpolatingFunction[{{1., 5.}}, <>]}}
In[6]:=

Plot[y[x]/.ries,{x,1,5}]
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Out[6]=
- Graphi cs-
Inf[7]:=
ries=NDSol ve[{y’' [x] ==y[x] + Sin[x], y[1l]==1},vy,{X,-5, 5}]
Out[7]=
{{y -> InterpolatingFunction[{{-5., 5.}}, <>]}}
In[8]:=
Plot[y[x]/.ries,{x,-5,5}]
2.5
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Out[8] =
- Graphi cs-

Nie je neobvyklé, ak diferencialne rovnice obsahuju singularity. Prikaz NDSol ve[ ]
ma z programatorského hl'adiska oSetreny aj tento problém. Ak systétm MATHEMATICA
detekuje singularitu, upravuje dizku kroku vypoétu. Ked je krok prili§ maly, vypodet je
(aj predéasne) ukonéeny. Minimélnu hodnotu dizky kroku dokazeme, tak ako u ostatnych
N funkcii programu MATHEMATICA, ovplyvnit parametrami WOr ki ngPr eci si on,
AccuracyGoal a PrecisionGoal. [5]

Riesenie nasledujucej rovnice ma na intervale [0,5] singularitu v prvom nulovom bode
funkcie Cos/x/. Vidime to aj na nakreslenom grafe rieSenia.

mnf9]:=
ri es=NDSol ve[{y’ [x] ==Cos[x] y[x]"2, y[O0]==1},vy,{X, 5}]

NDSol ve: : ndsz:

At x == 1.56645, step size is effectively zero; singularity
suspect ed.
Out[9]=
{{y -> Interpol atingFunction[{{0., 1.56645}}, <>]}}
In[10].:=

Plot[y[x]/.ries,{x,0,1.566}]
8000
6000
4000

2000

Out[10] =
- Graphi cs-

Parametre AccuracyGoal a PrecisionGoal kontroluji o¢akévanu spravnost’ a presnost’
vypoctu. Vicsiu spravnost’ a presnost vypoctu dosiahneme nastavenim hodnot tychto
parametrov na vysSie hodnoty. V praci [5] moze Citatel’ najst’ podrobnejSie vysvetlenie stvisu
tychto parametrov s option WorkingPrecision. Default hodnoty pre AccuracyGoal a
PrecisionGoal st nastavené ako Automatic, o znamena w-10, kde w je WorkingPrecision. '

RieSme diferencialnu rovnicu, u ktorej pozname explicitné rieSenie a porovnajme toto
rieSenie s jeho numerickym rieSenim. Pouzime pocitaCovu aritmetiku.
Infl1]:=
ri es=NDSol ve[{y' [x]== y[x], y[0]==1},vy,{x, 2}]

' Rozne poéitate majii nastavené rozne pocitatové aritmetiky. Ak systém nutne nedefinuje vlatnii aritmetiku,
hodnota Automatic sa rovna 6. Vynimkou je tzv. aritmetika vel'kych ¢isel, ktora by vyzadovala samostatny
prispevok
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Out[11]=
{{y -> Interpol atingFunction[{{0., 2.}}, <>]}}

In[12]:=
Exp[0.51]-y[0.51]/.ries[[1]]
Out[12]=
-6
-4.87479 10

Porovnanim vysledkov vidime, Ze vysledky su vypocitané s presnost'ou na 6 platnych ¢islic.

Zopakujme vypocet, ale nastavne vicSie hodnoty PrecisionGoal a AccuracyGoal

Inf[13]:=
ri es=NDSol ve[{y’' [x] ==y[x], y[0]==1},v,{Xx, 2},
Accur acyGoal - >10, Preci sionGoal ->10]
Out[13]=
{{y -> InterpolatingFunction[{{0., 2.}}, <>]}}

In[14].:=
Exp[0.51]-y[0.51]/.ries[[1]]
Out[14]=
-9
-1.35491 10

Teraz ma rieSenie presnost’ na 9 miest

Radi by sme pripomenuli, Ze hodnoty parametrov AccuracyGoal a PrecisionGoal st
len cielom. Aktudlna presnost’ a spravnost’ sa meni v zavislosti od problému. Ak zvac¢Sime
hodnoty AccuracyGoal, alebo PrecisionGoal, vzrastie aj hodnota WorkingPrecision.

Odportacame, aby parameter WorkingPrecision bol vac¢si aspon o niekol’ko platnych
Cislic nez parametre AccuracyGoal alebo PrecisionGoal. V nasledovnom priklade je prili§
nizko nastavena hodnota WorkingPrecision.

In[15]:=

NDSol ve[ {y’ [ x] ==y[x],y[0] ==1},y, {X, 5}]
Out[15] =

{{y -> Interpol atingFunction[{{0., 5.}}, <>]}}
Tu je uz hodnota tohoto parametra postacujica:

In[16]:=
NDSol ve[ {y’ [ x] ==y[x],y[ 0] ==1},v, {x, 5}, Accur acyCoal - >14,
Preci si onGoal - >14, Wr ki ngPr eci si on->20]
Out[16]=
{{y -> Interpol ati ngFunction[{{0, 5.000000000000000000}}, <>]}}

Dizku kroku ovplyviiuje aj nastaviteIny parameter MaxStep. Vypodet sa ukonéi ak je
dizka kroku prili§ mala, alebo ak pocet opakovani prekro¢i default hodnotu tohto parametra.
Vo verzii 2.2 je default hodnota nastavena na 300, vo verzii 3.0 a vysSie na 500. Hodnota
MaxStep -> Infinity velmi efektivne imituje limitu. Treba vSak vzdy zvazit, ¢i takto

82



nastavena hodnota kroku nespdsobi nekonecné delenie kroku v blizkosti singularity. Obvykle
je default hodnota postacujuca pre bezne rieSené tlohy.

In[17]:=
ri es=NDSol ve[{y’ [x]==Sin[1/x] /x"2,y[-1]==Cos[1]}.,Y,{x, 0}]

NDSol ve: : nxst:

Maxi mum nunber of 1000 steps reached at the point x == -0.00413118.
Out[17]=
{{y -> Interpol atingFunction[{{-1., -0.00413118}}, <>]}}
In[18]:=

Plot[Evaluate[y[x]/. ries[[1]]1],{x,-1,-0.0093}, Pl ot Poi nt s->500]

-1 -0.8 .2 I
Out[18]=
- Graphi cs-

Ukézme si rieSenie van der Polovho systému rovnic. Tento problém vyzaduje zvysit
hodnotu parametra MaxStep

In[19]:=

NDSol ve %/ ==z[x],z' [x]==(1-y[x]"2) z[x] -y[x].y[O0]==20, z[O0]==0},

[{y" [x]
{y[x],z[x]},{x, 0, 220}]

NDSol ve: : nxst:
Maxi mum nunber of steps reached at the point 209. 664.

Out[19]=
{{y[x] -> InterpolatingFunction[{{0., 209.664}}, <>][X],

z[X] -> InterpolatingFunction[{{0., 209.664}}, <>][x]}}

In[20]:=

ri es=NDSol ve[
{y [x]==z[x], z’ [X] ==(1-y[x]"2) z[x] - y[ x] , y[ 0] ==20, z[ 0] ==0},

{y[x],z[x]}, {x , 220}, MaxSt eps->1000]
Out[21]=
{{y[x] -> InterpolatingFunction[{{0., 220.}}, <>][x],
z[x] -> Interpol atingFunction[{{0., 220.}}, <>][x]}}

In[22]:=

ParanetricPlot[Evaluate[{y[x],z[x]}/.ries[[1]]].{x, O, 220},
Pl ot Poi nt s->200, Pl ot Range- >Al | ]
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Out[23]=
- Graphi cs-

Inym typom singularity je singularita derivacie vyskytujucej sa v diferencidlnej rovnici.
Program MATHEMATICA na takato singularitu odpovedd zmensenim dizky kroku a
extrapoldciou rieSenia, az do toho momentu, kym sa rieSenie opdt nestane dostatocne
hladkym. RieSme dif. rovnicu, s nespojitou derivaciou v bode x = 0.

Inf24]:=
ri es=NDSol ve[{y’' [x] ==If[x>0,x"3,-Cos[x]]., Yy[-2]==5},v,{x, 2}]
Out[24]=
{{y -> InterpolatingFunction[{{-2., 2.}}, <>]}}
In[25]:=

Plot[y[x]/.ries,{x,-2,2}]

6.5+
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e T~ .
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Out[25]=
- Graphi cs-

Niektoré diferencialne rovnice nespliaju podmienky vety o jednoznaénosti riesenia
dif. rovnice, moézu mat’ viac rieSeni spifiajucich ti istd po¢iatoéni podmienku. Ak nastane tato
situdcia prog. systtm MATHEMATICA vo verzii 3.0 a viac obvykle najde vSetky rieSenia.
StarSie verzie eSte nemali implementované nové algoritmy, ktoré vytvorili az v roku 1996
Wedenskyi a Keiper a preto obvykle nasli len jedno rieSenie diferencialnej rovnice a opét’ len
v niektorych pripadoch upozornili, Ze rieSeni moze existovat’ viac. Nas priklad ukazuje dve,
od seba sa vzd’al'ujtce rieSenia dif. rovnice.

Inf26]:=
ri es=NDSol ve[{y’' [x] "2 ==y[x], y[0]==3},v,{x, 3}]
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Out[26] =
{{y -> Interpol ati ngFuncti on[
{y -> Interpol ati ngFuncti on

Inf[27].:=
Plot[{y[x]/.ries[[1]],y[x]/.ries[[2]]1},{x,0,3}]

{{0., 3.}}, <1},
[{{0., 3.}}, <>]}}

10+

8t

Out[27]=
- Graphi cs-

4.RieSenie diferencialnych systémov

Moznosti systétmu MATHEMATICA pri rieSeni diferencidlnych systémov su velmi
Sirok¢ a tak pre nedostatok miesta uvadzame v tomto prispevku len dva priklady
z pedagogickej praxe.

RieSme systém diferencidlnych rovnic s komplexnymi koeficientami a skimajme spolu realnu
a imaginarnu Cast’ rieSenia tohto systému

Citatel' isto vie, ze poiatotné tUlohy mozeme rozdelit na “stiff” a “non-stiff” tulohy.
Poznamenajme len, Ze programovy systém MATHEMATICA pouziva metddu Adams
predictor - corrector pre non-stiff lohy a spatnu diferenénti formulu (Gear’s method) pre stiff
ulohy. Cely proces klasifikacie tlohy a vyberu vhodnej metoddy sa deje nezavisle od uzivatel’a.
Ukéazme si rieSenie stiff systému diferencialnych rovnic. Funkcia y/x/ klesa vel'mi rychlo,
preto vo vyslednom grafe, ked’ volime spolo¢ny rozsah pre obe rieSenia vidime len funkciu

ylx].

In[28] .=
ries=NDSol ve[ {y' [x] == -1000 y[x] + Cos[x], z'[x] == - z[x] + x"2,
y[0]==1, z[0]==0 },{y[x],z[x]},{x, 2}]

Out[28] =

{{y[x] -> InterpolatingFunction[{{0., 2.}}, <>][x],
z[x] -> InterpolatingFunction[{{0., 2.}}, <>][x]}}

In[29]:=
Plot[ Eval uate[ {y[x],z[x]}/.ries[[1]]],{x, 0, 2}, Pl ot Range->Al | ]
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Out[29] =
- Graphi cs-

Pre Uplnost’ si nakreslime aj graf funkcie y/x/.

Inf30]:=
Plot[Evaluate[y[x]/.ries[[1]]],{x, 0, 0.005}, Pl ot Range- >Al | ]

1

0.001 0.002 0.003 0.004 0.005

Out[30] =
- Graphi cs-

Druhym prikladom je nelinearny diferencidlny systém. Vznikol ako ciastkovy vysledok pri
rieSeni strojnickeho problému (Ulohy z praxe). Pre d’al§i postup bolo dolezité vyriesit’ ho a
vhodnym spdsobom vysledky vizualizovat. Nedokéazali sme najst jeho explicitné, alebo
implicitné rieSenie . Preto sme sa rozhodli riesit’ ho numerickymi metdédami.

Ukéazeme si niektoré vysledky, ktoré sme pri rieSeni problému ziskali. Uvazujme nelinearny
diferencialny systém rovnic. Problém bol vo svojom povodnom zadani eSte trochu zlozitejsi,
tu uvadzame jeho zjednoduseny tvar (bez straty zakladnych ¢ft rieSenia).

x'=px+y—x.(x>+y?)

Y'=py=x=y.(x*+y7%)
Skumajme situaciu pre =2, 1, 1/2 a— 1/2 . Pre kazdt hodnotu p najdite periodické riesenie
spifajuce po¢iatoéné podmienky x(0) =0 a y(0) =
Pri rieSeni pouZzijeme aj standard package PlotField a pre rozne zvolené p nakreslime
vektorové pole nasho systému na intervale [-2,2] x [-2,2]. Jednotlivé vysledky nebudeme
zobrazovat’ samostatne.

Inf31]:=
<<Graphics PlotField
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In[32]:=

pol e[ m _]: =Pl ot Vect or Fi el d[

{m X+y' X(XA2+yA2)! mi y - X - y(XA2+yA2)}! {X!'2!2}!{y!'
2,2}, Scal eFunction->(1&), Axes->True, AxesOri gi n->{0, 0}, Pl ot Poi nt s->20,
Di spl ayFunction->ldentity];

Ozna¢me jednotlivé vektorové polia a nakreslime ich
In[33]:=

f1= pole[2];f2= pole[l];f3=pole[l/2];f4=pole[-1/2];
In[37]:=

Show Graphi csArray[{{f1,f2},{f3,f4}}], Di spl ayFuncti on-
>$Di spl ayFuncti on]
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Out[37]=

- Graphi csArray-

Pomocou prikazu NDSol ve najdime numerickGi aproximaciu rieSenia pociato¢nej ulohy
pre uvedené n=2,1, 1/2,-1/2

In[38]:=

systeme{x' [t]==m x[t] + y[t] - i( ] E

[t t]72 + y[t]"2), y' [t]==m
y[t] - x[t] - y[t] (x[t]"2 + y[t]"2),x

X[
0] ==0, y[0]==1/2};
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n =2;
Inf40]:=

ri eseni e= NDSol ve[ system {x[t],y[t]},{t,0, 10}]
Out[40] =

{{x[t] -> Interpol ati ngFunction
y[t] -> Interpol ati ngFuncti on

Inf41]:=
ri1=pPl ot[ Evaluate[{x[t],y[t]}/.riesenie],{t,0,10}]

—_——

{{0., 10.}}, <>][t],
{{0., 10.}}, <>J[t]}}

Out[41]=
- Graphi cs-
Inf42]:=
pl=ParanetricPlot[{x[t],y[t]}/.riesenie, {t, 0,10},
Conpi | ed- >Fal se, Pl ot Range->{{-2, 2}, {-2, 2}},
Aspect Rati o->1, Di spl ayFuncti on->ldentity];
Inf43]:=
Show{ f 1, p1, Displ ayFuncti on->3$Di spl ayFuncti on]
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Out[43]=
- Graphi cs-

Pre ostatné konStanty p postupujeme podobne

88



In[44]:=

Clear[m]

In[45]:=
sys[m _]:= NDSol ve[{x'[t]=
y [t]==m y[t] - x[t] -y
y[ O] ==1/2}, {x[t],y[t]}. {t,

In[46]:=

[t]

=m x[t] + y[t] - x [t] (x[t]"2 + y[t]"2),
(x[t]"2 + y[t]"2), x[ 0] ==O0,
0, 10}]

r2=Pl ot[ Eval uate[ {x[t],y[t]}/. sys[l]] {t, 0,10},
Di spl ayFuncti on->ldentit

r3=Pl ot[ Evaluate[ {x[t],y[t]}/. sys[1/2]] {t, 0, 10},
Di spl ayFuncti on->ldentit

r4=pPl ot [ Eval uate[ {x[t],y[t]}/. sys[ 1/2]11,{t, 0, 10},
Di spl ayFuncti on->ldentity];

In[49]:=

Show Graphi csArray[{{r1,r2},{r3,r4}}],
Di spl ayFuncti on->$Di spl ayFuncti on]
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Out[49] =
- Graphi csArray-
In[50]:=
sys[1]
p2=ParanetricPlot[{x[t],y[t]}/. %{t, O, 10}, Conpi | ed- >Fal se,
Pl ot Range- >{{-2, 2},{-2, 2}}, AspectRatio->1, D spl ayFuncti on->ldentity];
Out[50] =
{{x[t] -> InterpolatingFunction[{{O0 10.}}, <>][t],
y[t] -> InterpolatingFunction[{{O0 10.}}, <>][t]}}
In[52]:=
sys[ 1/ 2]
p3=ParanetricPlot[{x[t],y[t]}/.%{t,0, 10}, Conpil ed->Fal se,
Pl ot Range- >{{-2, 2},{-2,2}}, AspectRatio->1, D spl ayFuncti on->ldentity];
Out[52] =
{{x[t] -> InterpolatingFunction[{{0., 10.}}, <>][t],
y[t] -> InterpolatingFunction[{{0., 10.}}, <>][t]}}
In[54]:=
sys[ -1/ 2]
p4=ParanetricPlot[{x[t],y[t]}/. %{t, 0,10}, Conpil ed->Fal se,
Pl ot Range- >{{-2, 2},{-2, 2}}, AspectRatio->1, D spl ayFuncti on->ldentity];
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Out[54] =

{{x[t] -> InterpolatingFunction[{{0., 10.}}, <>][t],
y[t] -> InterpolatingFunction[{{0., 10.}}, <>][t]}}
In[56]:=
obr 2= Show p2, f 2] ;
obr 3= Show{ p3, f 3] ;
obr 4= Show p4, f 4] ;
Inf59]:=

Show Gr aphi csArray[ {obr2, obr 3, obr 4},
Di spl ayFuncti on->$Di spl ayFuncti on, Ti cks- >None] ]
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Out[59]=
- Graphi csArray-

Co sme vlastne zistili o spravani systému ?

Ak p=2 , vidime, Ze rieSenie systému spifiajiice po¢iatoéné podmienky x(0) = 0 ,
y(0) = Sqrt[2] bude periodickym rieSenim. Podobne ak p = 1/2 potom periodické bude
rieSenie pre x(0) = 0, y(0) = 0,482. Na druhej strane ak p = 1 , nepotrebujeme aproximovat’
rieSenie . Z grafu vidime, Ze rieSenie spinajice x(0) = 0 , y(0) = 1 bude periodické. A je vel'mi
jednoduché overit’, ze tymto rieSenim je {x[t]=Sin[t], y[t]=Cos][t]}.

5. Okrajové tlohy

Pripomenme len, ze NDSol ve[] nedokaze presne riesit’ okrajové ulohy. Mozeme
vsak pouzit’ nasledovu formu substitucie.
Definujme si funckiu, ktord rie$i pociatoéni ulohu, priCom jej argumentom je prave
pociatocna podmienka. Variaciou tohto parametra sa potom snazime najst’ taky stav, aby obe
hrani¢né podmienky boli splnené. Na rieSenie tejto Glohy je vhodna funkcia Fi ndRoot [ ]

RieSme okrajova ulohu y"" = -y, y(0)=1 a y(5)=2. Funkcia f/ ] bude rieSit' nas
pociatocny problém
In[60]:=

flyp_] :=First[ries=y/. NDSolve[{y[0]==1y [O0]==yp,y""[t]==-y[t]},{y},
{t,0,5}]] [3]

Riesenie spinajiuce podmienku y(0) = - 1 ma hodnotu y(5) prili§ mala a nastavenie y'(0)=-2
ma zas hodnotu y(5) prilis velku.

In[61]:=
f[-1]
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Out[61]=
1. 24257

In[62]:=
f[-2]

Out[62] =
2.2015

RieSme rovnicu y(5)=2 a rieSenie potom nakreslime
In[63]:=

Out[63] =
{yp -> -1.78987}

In[64]:=
Plot[ First[ries][t],{t,O0,5}, Pl otRange->Al|]

2

-2

Out[64] =
- Graphi cs-
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