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Abstrakt. V prispevku su popisané niektoré mozZnosti pouzitia
programového systému Mathematica pri vyucbe integralneho poctu
funkcie realnej premennej. Su tu popisané zakladné myslienky
integrovania racionalnej funkcie a goniometrickych funkcii.

1. Uvod

Katedra matematiky Strojnickej fakulty STU zabezpecuje vyuCbu matematiky
na fakulte v zakladnom kurze, ako aj vo volitefnych predmetoch tretieho a Stvrtého
ro¢nika na Specializovanych katedrach. Zakladny kurz je v prvom az Stvrtom semesti.
V Skolskom roku 1996/97 a 1997/98 na katedre sa rozbehla experimentalna vyucba
pomocou programového systému Mathematica, ktory bol vyvinuty spolo¢nostou
Wolfram Research (USA) a je urCeny na vyuCbu matematiky na vysokych
Skolach.Tato experimentalna vyucba sa zacina v druhom semestri v zakladnom
kurze a tiez prebieha aj v Stvrtom roCniku na Specializacii Aplikovana matematika v
predmete Matematika | AM [1, 3, 4, 5, 6]. Cielom tohto experimentu je pomocou
pocCitaCa urychlit niektoré rutinné vypoctové postupy, ktoré Student uz ovlada a
zamerat sa na lepSie osvojenie si novych pojmov a rozvijanie matematického
myslenia.

2. Vypocet neurcitého integralu - zakladné metédy.

Pri experimentalnej vyuCbe sme sa zamerali na to, aby Student si osvojil
vypoc&et neurgitého integralu pomocou zakladnych integraénych vzorcov. Dalej je
nutné, aby ovladal metddu per partes a substituénu metddu pre vypocet neurcitého
integralu. Taktiez integrovanie zakladnych elementarnych zlomkov tvaru

Mx+ N

x*+px+gq
rieSia na tzv. teoretickych cvi€eniach, ktoré su s cvi¢eniami pri pocitaci v rovhakom
pomere.

M,N,p,ge R, p> —49(0 by malo byt samozrejmostou. Tieto ulohy sa



3. Integrovanie racionalnej funkcie.

Programovy systém Mathematica sa da vhodne vyuZit pri integrovani

o . B,(x) , ,
racionalnej funkcie. Nech funkcia f/(x) = 0.0’ kde P(x) a Q,(x) st polynomy
'\ X
stupfha n a m je rydzoracionalna, tj. n(m. Je zname, integral z tejto funkcie
vypocCitame pomocou rozkladu na elementarne zlomky [2].
. 4
Uloha 1. Vypocitajte IS—dx :
X +x+2
RieSenie: Najskér potrebujeme najst rozklad menovatela na sucin ireducibilnych

polyndmov.Tu nam poméZze prikaz Factor[Qm(x)]

In[l]:=
Factor [x"3+x+2]
Out[1]=
2
(1 + x) (2 - X + x )

Navrhneme tvar elementarnych zlomkov.

In[2]:=
a/ (1+x) + (b*x+c) / (x"2-x+2)
Out[2]=
a c + b x
_____ b ommm o
1 + x 2

Pomocou prikazu Together|{vyraz| tieto zlomky s¢itame.

In[3]:=
Together [%2]
Out[3]=
2 2
2 a+cCc-ax+bx+cx+ax +bx

Teraz fahko zostavime sustavu rovnic a budeme ju riesit.
In[4]:=
Solve[{2a+c==4, -a+b+c==0,a+b==0}, {a,b,c}]

Out[4]=
{{a ->1, b -> -1, ¢ -> 2}}



In[5]:=
%2/.%4[[11]

Danu funkciu sme rozlozili na elementarne zlomky a mézeme vypodcitat integral.

Inf6]:=
Integrate[%5,x]
Out[6] =
-1 + 2 X
3 ArcTan[-------- 1 2
Sqrt [7] Log[2 - x + x ]
—————————————————— + Logll + xX] - --------------~
Sqgrt [7] 2
4 3 2x—1 In(x> —x+2
Teda J3—dx=—arctg—+1n|1+x|—¥+c, cCeER. (1)
X +x+2 ﬁ ﬁ 2

Rozklad rydzoracionalnej funkcie mdézme ziskat' aj v jednom kroku pomocou prikazu

Apar{ P”(x)

0,(x)

} . To v8ak sluzi pre Studentov iba na kontrolu.

In[7]:=
Apart[4/ (x"3+x+2)]

Out[7]=

Nech teraz funkcia f(x) nie je rydzoracionalna, t. j. n=m. Potom funkcia f(x)
sa da napisat ako sucCet polyndbmu a rydzoracionalnej funkcie, o uz vieme

integrovat. Nech teda f(x):A,(x)+B‘Y(x) , kde A4,(x), B/(x)sa polynomy,

0, (%) S

l=n—m a s(m [2].
Vysledkom prikazu PolynomialQuotient[Pn(x),Qm(x),x] je polyném Al(x),
vysledkom prikazu Polynomial Remainder[Pn(x),Qm(x),x] je polyném Bs(x).

X +2x7 —x+2

Uloha 2. Vypotitajte [—— : dx .
X +Xx+

Riedenie: Rozlozme danu funkciu na sucet polyndmu a racionalnej funkcie.




In[8]:=

PolynomialQuotient [x"5+2x"2-%x+2,x"3+x+2,x]

Out[8] =

2
-1 + X

In[9]:=
PolynomialRemainder [x"5+2x"2-x+2,x"3+x+2, x]
Out[9]=
4
5 2
XT+2x"—-x+2
3 =x" -1+
X +x+2

Dostali sme, ze — .
x +x+2

Vidime, ze rydzoracionalna funkcia je funkciou z predchadzajuceho prikladu, a preto

vyuzijeme tento vysledok. Potom:

X +2xP—x+2 X

X +x+2 3

4. Integrovanie goniometrickyck funkcii.

dx=—-x+(1)

Programovy systém Mathematica je vhodny pri vypocte integralov pomocou

substitucie t:tgg, kde pri pouziti tejto substiticie su potrebné zdihavé UGpravy

algebrickych vyrazov. Ulohy, kde nie je nutné pouzit' tito vSeobecnl substiticiu je
vhodnejSie riesit’ priamo, bez pouZzitia pocCitaCa. Pouzitie vSeobecnej substitucie si

ukazeme priamo na priklade.
sin x

Uloha 3. Vypoéitaijte integral I . dx .
1+ sinx +cosx
RieSenie:
In[10]:=
Sin[x]/ (1+Sin[x]+Cos[x])
Out[10]=
Sin [x]

1 + Cos[x] + Sin([x]

2t 1—¢2
>, COSX =

X
Pri substitucii t=t— je iny=——
g2 J sin x o7

dostaneme:

141¢2 dx =

2

=——dt.
1+¢

Po dosadeni



Inf[11]:=
%10/.{Sin[x] ->2t/ (1+t*2) ,Cos[x]->(1-t*2)/(1+t"*2)}

Out[11]=
2t
2
2 2 t 1 -t
(1 +t) (1 + ------ + === )
2 2
1+t 1+t
In[12]:=
%11*2/ (1+t"2)
Out[12]=
4 t
2
22 2t 1 -t
(1 + t ) (1 + ------ + ------ )
2 2
1+t 1+t

Dany vyraz, ktory sme dostali zjednoduSime.

In[13]:=
%12//Simplify
Out[13]=
2t
2 3

Dostali sme racionalnu funkciu, ktoru uz vieme integrovat.

Podobne ako pri integrovani goniometrickych funkcii, programovy systém
Mathematica sa da vyuzit aj na vypocCet integralov z iracionalnych funkcii. Vhodné je
jeho pouzitie hlavne pri integraloch, kde sa pouzivaju Eulerove substitucie a kde
vznikaju zlozité algebrické vyrazy. Pri integraloch iracionalnej funkcie kde sa
vyskytuje ax+b, k,e N, i=1,2,...n, je vyhodnejSie najskor si danu funkciu upravit
vhodnou substitiiciou na racionalnu a az potom pouzit' pocitac.

5. Zaver.

Na zaver by bolo vhodné eSte opat pripomenut, Ze programovy systém
Mathematica nenahradza vyuCbu matematiky, ale jej pomaha. Vhodnou volbou
tématickych celkov programovy systém Mathematica je pomdckou, ktora odstraruje
mechanické pocitanie a umoznuje vacsi vyber ,peknych® prikladov, v ktorych je
délezitd najma logika. Ak by sa umoznilo pouzivat Studentovi programovy systém



Mathematica poCas celého jeho Studia, jeho praca by sa nielen zefektivnila, ale by
bol pripraveny aj na presné rieSenie naroCnych uloh.
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