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Abstrakt. 'V Cclanku popisujeme moznosti pouzitia programového systému
Mathematica pri vyuke diferencialneho poctu funkcie viac premennych. UkazZeme
niekolko nezavislych pristupov ku problému hladania extréemov funkcie.

Vyvoj vypoctove] techniky je velmi rychly a vyrazne ovplyviiuje sposob vyucby
matematiky na VS [1,3,6]. Diferencialny polet funkcii viac premennych je zaradeny v
sylaboch kazdého uvodného kurzu vysokoskolskej matematiky. Kazdy pedagog z vlastnej
skusenosti poznd miesta pre Studentov najproblematickejSie. Jednym z nich je urcite otazka,
ako derivovat’ funkcie viac premennych, druhym je hl'adanie extrémov funkcie.

Hl'adanie parcidlnych derivacii sa da naucit’. Potrebny je jedine tréning. Horsie je to
s hladanim extrémov. Existuju kroky vypoctu, ktoré permanentne uz generacidm Studentov
sposobuju problémy. Ak nejde o vel'mi jednoduchy priklad, prvé parcidlne derivéacie su
spravidla komplikovanejSie a tloha vyrieSit' systém f '« (x,y) = 0, f ', (xy) = 0 byva
problémom. Dal§im problematickym miestom byva vypodet hessianu. Tu st hlavnou pri¢inou
numerické chyby.

K tulohe najst’ najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie vedi mnohé praktické ulohy
v oblasti techniky. V tomto ¢lanku by som chcela popisat’ dva mozné pristupy hl'adania
extrémov pomocou programového systému Mathematica [5].

Pouzit predefinované prikazy:

Mathematica ponuka velké mnozstvo S$tandartne predefinovanych prikazov (ma
vytvoreny kompletny metajazyk). Prikladom su napr. ConstrainedMin, ConstrainedMax
na hl'adanie viazanych extrémov (rieSenie Uloh linearneho programovania), vo verzii 3.1 aj
prikazy na hl'adanie minora matice.

Nie vSetky témy s vSak takto prepracované a je potrebné, aby pedagdg dokéazal sam
vytvorit pre Studentov podporny programovy balik (package). Ukazku, ako ho vytvorit
uvaddzame v 3. Casti ¢lanku. Priprava vyucby je v tomto pripade natolko pohodlna, Ze
skisenému pedagogovi (s minimalnou programovou zru¢nostou) nezaberie vel'a ¢asu. Tento
postup naviac umoznuje predkladat’ a riesit’ aj tazSie problémy. Vyraznym spoésobom postiva
hranicu, ktort zvazuje pedagog pri zaradeni prikladu: vyznam <> ¢asova naroc¢nost’.

Simulovat priebeh vypoctu:

Ked hl'addme lokdlne extrémy funkcie jednotlivé kroky, ktoré by sme vykonavali pri
ru¢nom pocitani uskutoénime pomocou programového systému Mathematica. Najskor



definujeme funkciu, najdeme prvé parcidlne derivacie, zostavime zodpovedajici systém
rovnic, vyrieSime ho. Ziskame tak stacionarne body funkcie. Potom zostavime hessian a
urcenim jeho charakteru rozhodneme, v ktorych bodoch ma funkcia maxima ¢i minima.

Tento postup je vel'mi vyhodny, najmi na cvic¢eniach, upevituje spravne techniky
pocitania a umoziuje precvi¢it’ myslienku vypoctu. Ukazku tohoto postupu najdete v 4. Casti
tejto prace. Bolo by vSak nesmierne tnavné, keby pedagdg pri priprave na cvicenie musel
pri hladani vhodnych uloh tento postup neustidle opakovat. Vtedy je vhodnejSie pouzit
predprogramované baliky.

2.Formulacia matematického problému:

Nech funkcia f je 2x diferencovatelnd funkcia n premennych. Funkcia f m6ze mat
lokalny extrém len v tych bodoch, v ktorych sa vSetky jej parcidlne derivacie, ktoré existuju,
rovnaju nule, alebo v tych bodoch, v ktorych neexistuje niektora parcidlna derivacia.

Bod, v ktorom ma funkcia f parcialne derivacie podl'a kazdej premennej a vSetky tieto
derivécie sa rovnaju nule, sa nazyva staciondrny bod tfunkcie f. Z definicie stac. bodu vyplyva,
ze sa v nom gradient funkcie, ak existuje rovna nule. V pripade funkcie dvoch premennych to
geometricky znamend, ze v bode /[x,y,f(x,y)] ma graf funkcie dotykovu rovinu, ktord je
rovnobeznd so suradnicovou rovinou xy. Niektoré z tychto bodov su bodmi lokélneho
maxima, lok. minima resp. sedlové body. Staciondrnost’ bodu A je teda nutnou podmienkou
na to, aby funkcia diferencovatel'na v bode A mala v tomto bode lokalny extrém. Téato
podmienka vsak nie je postacujuca. Charakter bodov urcuje hodnota hessianu v stacionarnych
bodoch. Hessidn je Stvorcova matica druhych parcidlnych derivacii funkcie f vzhl'adom na
vSetky premenné.
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Analyza kritickych bodov zalezi na hodnotach minorov tejto matice v stacionarnych
bodoch. Minory matice st determinanty Stvorcovych submatic tvorenych postupne
po diagondle z 'avého horného rohu.

Maticu nazyvame porzitivne definitnou ak su vsetky minory kladné. Ak je hessian f
v staciondrnom bode pozitivne definitnou maticou, potom v tomto stacionarnom bode funkcia
fnadobuda lokalne minimum.

Maticu nazyvame negativne definitnou, ak jej minory presne striedaji znamienko,
pocnlc zapornym znamienkom pre prvy subdeterminant (prvok a;; hessovej matice). Ak
hessian f v staciondrnom bode je negativne definitna matica, potom v tomto bode funkcia f
nadobuda lokalne maximum.

Ak hesian f'v stacionarnom bode nie je ani pozitivne, ani negativne definitnd matica,
potom tento staciondrny bod nazveme sedlovym bodom (saddle point). Nebudeme uvazovat
pripad, ked hlavny minor je rovny 0. V pripade sedlového bodu, aby sme mohli popisat’
spravanie funkcie v okoli tohoto bodu, musime vypocitat’ vlastné hodnoty a vlastné vektory
hessianu v tomto bode. Ak je vlastnd hodnota kladna (zdporna) potom funkcia rastie (klesd)
v smere prislusného vlastného vektora. Vlastnost’ pozitivnej (negativnej) definitnosti matice
koreSponduje s pripadom ked’ su vSetky vlastné hodnoty kladné (zaporné).

hessian(f) = (




3.Ukazka mozZnej pripravy podporného programového balika

Ukazeme si ako mozno vytvorit’ pomocny programovy balik, ktory najde staciondrne
body funkcie f a vySetri ich charakter.

Definujme si patern funkcie. Musime urcit, ¢o v naSej definicii je definicny obor, aké
je pravidlo priradenia, a aky je jej obor hodnot.

In[1]:=

funkcial[old, rules, new];

In[2]:=
dom[fun funkcia] :=fun[[1]]
rules[fun funkcia] :=fun[[2]]
cod[fun funkcia] :=fun[[3]]

Vsetky nasledujuce prikazy budeme priebezne testovat’ na jednoduchom paraboloide,
ktory definujeme ako funkciu funl

In[5]:=
funl=funkcial[{x,y},{9-x"2-y"*2},{z}]

Out[5]=

funkcial{x, v}, {9 - x - v }, {z}]

Definujme teraz gradient funkcie:

Inf[6]:=

gradl[expr ,var List]:=D[expr,#]& /@ var
In[7]:=

grad[rules[funl], {x,y}]
Out[7]=

{{-2 x}, {-2 v}}

Ak by sme sa chceli vyhnut takémuto komplikovanému spdsobu zadavania a
rozhodneme sa prijat’ definiciu funkcie /n/1] , staci dodefinovat’ grad funkcie takto:

In[8]:=
grad[fun funkcial] :=grad[rules[fun],dom[fun]]
grad[funl]

Out[9] =
{{-2 x}, {-2 v}}

Vseobecna funkcia sa v pg. syst¢éme Mathematica spravidla nazyva genericka funkcia.
Definuyme si ju: (ak chceme pracovat’ s funkciou troch alebo viac premennych , nie je
problém s Upravou definicie, zvladne ju istotne kazdy)

In[10]:=
genericFun:=funkcial{x,y},{f[x,y]},{z}]



Gradient takejto funkcie vypocitame:
Inf11]:=
grad [genericFun]

Out[11]=

(1,0) (0,1)
{{£ [x, v}, {f [x, yl}}

Tak ako sme uz uviedli, kritické body st body, v ktorych je gradient funkcie rovny
nule. Vytvorime teraz funkciu, ktord takéto kritické body vyhlada.
In[12]:=
criticalPoints[fun funkcial:=
criticalPoints[fun] =Select [Union[
Solve[grad[fun] ==0,dom[fun],
VerifySolutions->Truel], FreeQ[#,Complex] &]
criticalPoints[funl]
Out[13]=

{{x -> 0, vy -> 0}}

Teraz nasleduje t'azSia cCast’ ulohy. Je potrebné najdené kritick¢é body analyzovat’ a
urCit’ ich charakter. V casti kde sme formulovali nd§ matematicky problém sme uviedli
postup, ktorym vieme vySetrit' charakter kritickych bodov. Potrebujeme definovat’ hessian
funkcie /. Rovnako ako v definicii gradientu, bud’ pouzijeme len zékladnu definiciu, alebo si
situdciu opét’ zjednodusime tak, aby sme nemuseli zadavat jednotlivé premenné.

In[14]:=

hessian[fun ,var ]:=Outer[D[fun,#1,#2]&,var,var]
hessian[fun funkcial :=hessian[First[rules[fun]],dom[fun]]
hessian[funl]

Out[16]=
{{-2, o}, {0, -2}}
In[17]:=
hessian[genericFun] //TableForm
Out[17]//TableForm=
(2,0) (1,1)
f [x, vl £ [x, VI
(1,1) (0,2)
f [x, VI f [x, vI]

Nasledujucim krokom bude najdenie jednotlivych minorov matice. Najskor najdeme
prvy minor matice, potom rekurentnym postupom ostatné.

In[18]:=

oneMinor [matrix ]:= Map[Drop[#,-1]&,Drop[matrix, -1]1]
allMinor [matrix ] :=Det /@ NestList [oneMinor,matrix, Length[matrix]-1]
allMinor[%16]

Out[19] =
{4, -2}



In[20]:=

allMinor [hessian[genericFun]]

Out[20] =
(1,1) 2 (0,2) (2,0) (2,0)
{-£ [x, vyl + £ [x, vyl £ [x, yl, £ [x, yl}
Testujme pozitivnu definitnost” hesianu:

In[21]:=
pozitivneDefinitnaQ[matrix ]:=And @@ Positive[allMinor [matrix]]

Inf22]:=

negativneDefinitnaQ[matrix ]:=pozitivneDefinitnaQ[-matrix]

Néjdeme vSetky minima a maxima funkcie pomocou nutnej a postacujucej podmienky
uvedenej pri formulécii problému.

In[23]:=

Minimum[fun funkcia] :=Select[criticalPoints[£fun],
pozitivneDefinitnaQ [hessian[fun]/.#]&]

Maximum[fun funkcia] :=Select[criticalPoints[£fun],
negativneDefinitnaQ[hessian[fun] /. #]&]

Funk¢nost” definovanych prikazov overime na nasej funkcii funl

In[25,26] :=
Minimum [funl]
Maximum[funl]

Out[25,26] =

}

{x -> 0, v -> 0}}

Ak hessian v stacionarnom bode nie je ani pozitivne, ani negativne definitnd matica,
nazvali sme tento bod sedlovym. Nasleduje procedura, ktora vysetruje charakter tychto bodov.

Najskor z mnoziny vsetkych stacionarnych bodov vyberieme tie, ktoré nie su ani
bodmi minima, ani maxima.

Inf27]:=

ostatnebody [fun funkcia] :=Complement[criticalPoints[£fun],
Minimum[fun] ,Maximum[fun]]:;

Budeme hladat’ vlastné hodnoty a vlastné vektory prislusného hessianu.

In[28].:=

saddlePoints [fun funkcia] :=
With[{ostatne=ostatnebody[fun] },
If [ostatne=={},{},
Thread[Sedla[ostatne,
Transpose [Eigensystem[#]]&/@(hessian[fun] /.ostatne)]11];

pozn.: Ak charakter rieSenych prikladov vyzaduje numerické rieSenie, zmenime jednotlivé
prikazy na NcriticalPoints...

Programovy balik mame vytvoreny. Jeho globédlne pouzitie si ukdZzeme na d’alSom
priklade.



Inf29]:=
fun2=funkcial{x,y}, {x"4+y"4-2x"2-2y"2+4}, {z}]
Out[29] =

2 4 2 4
funkcial{x, v}, {4 -2 x +x -2y +v 1}, {z}]

In[30]:=

Plot3D[x"4+y~4-2x"2-2y"2+4,{x,-1.5,1.5},{y,-1.5,1.5},
PlotPoints->30]

Out[30]=
-SurfaceGraphics-
In[31]:=
Minimum[fun2]
Out[31]=
{{x -> -1, v -> -1}, {x -> -1, v -> 1},

{(x ->1, v -> -1}, {x -> 1, v -> 1}}

In[32]:=
Maximum [fun2]
Out[32]=
{{x ->0, v -> 0}}
In[33]:=
saddlePoints [fun2]
Out[33]=
{sedlal{x -> -1, vy -> 0}, {{-4, {o, 1}}, {8, {1, 0}}}1,
Sedlal{x -> 0, v -> -1}, {{-4, {1, o}}, {8, {0, 1}}}1,
Sedla[{x -> 0, y -> 1}, {{-4, {1, o}}, {8, {0, 1}}}1,
Sedlal{x -> 1, v -> 0}, {{-4, {o, 1}}, {8, {1, o}}}1}



Jedine sedlové body st mozno komplikovanejsie Citate'né. Zistili sme sme, Ze jeden
zo sedlovych bodov ma suradnice [-1,0] a funkcia v smere osi y-ovej klesa a v smere osi x-
ovej rastie. Podobne I'ahko precitame vysledok aj pre ostatné sedlové body.

4.Priamy sposob vypoctu

Kroky, ktoré¢ budeme postupne vykonavat su I'ahSie pochopitelné z programatorského
hladiska. Rovnako st potrebné podstatne mensie vedomosti z programového systému
Mathematica, aby sme mohli pouzivat’ tento postup.

Definujme si funkciu (Standartny postup)
Inf34]:=

flx ,y l:= x"4+y"4-2x"2-2y"2+4
Vypocitame prvé parcialne derivacie tejto funkcie

In[35,36]:=

D[f[x,y],x]
DIf[x,y],yl

Out[35,36]=

3
-4 X + 4 X
3

-4y + 4y
Zostavime a vyrieSime systém rovnic grad f= 0
In[37]:=
Solve [{-4x+4x"3==0, -4y+4y"3==0}, {x,y}]
Out[37]=
{{x -> -1, v -> -1}, {x -> -1, v -> 0}, {x -> -1, y -> 1},
{x ->0, v -> -1}, {x -> 0, v -> 0}, {x ->0, v -> 1},
{(x ->1, v -> -1}, {x -> 1, v -> 0}, {x ->1, v -> 1}}

Spocitame hessian funkcie f* a dosadenim urcime charakter stacionarnych bodov.

In[38]:=

Det [{{DI[f[x,y],x,x], DIfIx,y]l,x,yl1},{ DIfIx,y]l,y.,x], DIfIx,y]l,y,y]1}}]
Out[38] =

2 2 2 2
l6 - 48 x - 48 vy + 144 x vy
In[39,40]:=
%65/ .%64
DIf[x,y]l,x,x]/.%64
Out[39,40] =

64, -32, 64, -32, 16, -32, 64, -32, 64}
8, 8, 8, -4, -4, -4, 8, 8, 8}

Ziskany vysledok staci len spravne interpretovat’. Zacneme citat’ : bod [-1,-1] je bodom
minima, bod [-1,0] je sedlovy bod ...



5. Zaver.

K otazke, ¢o z matematiky absolventi technického Studia skutocne vyuziji v praxi sa
prirodzenym sposobom pridruzuje d’alSia, akym spdsobom ich to naucit. V sucasnej dobe nie
je pouzitie PC na teoretickych cviceniach este slale samozrejmostou. Je to najma preto, lebo
eSte stale je nedorieSena otdzka, akym spdsobom a do akej miery pouzivat programové
produkty, ktoré Studentovi aj bez dostatocnej znalosti algoritmu vypoctu poskytnu vysledky
rieSenia ulohy [1,2,4,6].

Programovy systém Mathematica nenahradza vyuku matematiky na VS, ale pri jej
vyuke pomaha. Je pomdckou, ktord odstaiiuje mechanické pocitanie a umoznuje vacsiu
moznost’ vyberu prikladov, v ktorych je ddlezité najmé logické uvazovanie, technicku stranku
pomoze zrealizovat’ Mathematica. DalSou nesmiernou vyhodou je skutoénost, Ze
Mathematica nie je vyukovy software. Jej pouzitie nie je obmedzené len na Skolské ulohy a
preto ak poskytneme Studentom moznost pracovat’ s takymto produktom, zlepsi sa ich
pripravenost’ riesit’ ulohy praxe.
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