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Abstrakt: V clanku sa zaoberame mozZnostami definicie konecno-rozmernych
diferencovatelnych zobrazeni ako objektov systemu MATHEMATICA. Ukadazeme
moznosti systemu MATHEMATICA pri definicii nového objektu a definicii
operacii s tymto objektom (skladanie zobrazeni, inverzné a identické zobrazenie).
Prezentujeme tiez viastny graficky balik, ktory umozni pedagogovi jednoduchym
sposobom vizualizaciu zobrazeni (napr. pri prenaskach,).

UvVoD

V sucasnosti moze pedagog pri priprave vyuky vyuzivat vel'ké mnozstvo programovych
systémov a prispdsobit’ ich svojim poziadavkam. Vac¢Sina programovych systémov ponuka
rozne moznosti vizualizacie funkcii, ¢i uz danych parametricky, bodovo, alebo pomocou
predpisu. Podl'a naSich sktsenosti pri snahe implementovat do programového systému
zobrazenia, sa ucitel’ stretdva s mnohymi problémami. A prave zobrazenia (hoci aj len
polarne, alebo sférické) posobia ¢asto Studentom problémy. Standardne pouZivané zobrazenia
v zakladnom kurze je mozné l'ahko modelovat’ a kreslit. Ked vSak chceme podrobnejsie
preskiimat’ modifikacie tychto zobrazeni, pripadne zobrazenia, ktoré nie st napr. regularne a
prosté, stretdvame sa s problémami. Vizualizacia typu tabula a krieda neuspokojuje nielen
Studentov, ale ani ucitel'ov. V tomto ¢lanku prinaSame prave ukazku, ako zlepsit’ tuto situdciu.
Predprogramovanim jednoduchého balika mézeme nielen vizualizovat zobrazenia, ale aj
hl'adat’ kompoziciu zobrazeni, ¢i inverzné zobrazenie.

Nie je cielom tohto ¢lanku zamyslat’ sa nad problémom geometrického videnia a
dostatocne, ¢i nedostatoCne vyvinutého geometrického citenia naSich Studentov. VSetci
pedagdgovia si pravdepodobne uvedomuji jeho pokles. Dost’ obtiazne je napravat’ situaciu
na vysokej Skole. V nasom c¢lanku sa pokusime ukazat’ netradicny pristup k vyuke zobrazeni.
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Ukazeme, ako je mozné vytvorit nové objekty - v naSom pripade objekt zobrazenia a ako
definovat’ funkcie pre pracu so zobrazeniami.

Nasim zédmerom je pomdct pri vyuke matematickej analyzy v zdkladnom kurze
matematiky. V ¢lanku sa preto dopusStame niekol’kych zjednoduSeni (napr. namiesto presne;j
definicie l'avej a pravej inverzie, ktora je obvykla v algebre, definujeme len operaciu inverzie).
Kazdy citatel’ ich vSak v pripade potreby jednoducho odstrani upravou nami definovanych
funkcii pre prog. syst¢tm MATHEMATICA.

Zobrazenia

Hlavnym problémom prvej Casti ¢lanku je moznost’ definicie zobrazenia. Funkcie a
objekty, ktoré popiSeme v tejto Casti Clanku budeme vyuzivat’ pri vytvarani programového
balika v druhej Casti. Jeho podrobnt Struktiru nebudeme (vzhladom na rozsah) uvadzat.
V pripade zaujmu ul'ah¢i prva cast’ clanku pochopenie nasho balika.

Systém MATHEMATICA pouziva niekolko zakladnych typov premennych. Su to
Symbol, Integer, Real — typy bez ohraniCenia dI'’zky, rovnako ako typ List. Kazdy objekt ma
samozrejme svoj presne urceny typ (Head [expression]). Ked” zacneme pracovat’
so zobrazeniami, situacia je trochu zlozitejsia.

Uvazujme zobrazenie f: A — B. Tento objekt spaja v sebe niekol’ko jednoduchsich
objektov. Pre kazdé zobrazenie musime urcit’ typ jeho defini¢ného oboru, obor hodndt ako aj
format pravidiel, ktoré toto zobrazenie definujii. Musime nutne vytvorit’ novy objekt typu
zobrazenie (mapping) a definovat’ zdkladné operacie pre tento objekt.

Budeme Studovat’ a popisovat’ zobrazenia, ktorych definiény obor je podmnozinou
kone¢norozmerného vektorového priestoru. Existuje niekol’ko sposobov, ako popisat’ takato
mnozinu Vv n-rozmernom priestore, napr. pomocou nerovnosti. Tieto spdsoby vedu
pri spracovani pomocou systému MATHEMATICA ku komplikdcidm. Programovy systém
MATHEMATICA neumoziuje bez implementéacie dodato¢nych programovych balikov rieSenie
nerovnic. Predpokladajme teda, pre jednoduchost, Ze definiénym oborom a oborom hodnot
naSich zobrazeni je cely konecnorozmerny priestor. Bod kone¢norozmerného priestoru je
objekt typu List.

Z programatorského hl'adiska na definiciu zob. medzi dvoma kone¢norozmernymi
priestormi musime urcit’ okrem dimenzie priestoru definicie a priestoru hodnot aj pravidlo,
ktoré bude urovat’ ako sa bod z priestoru A zobrazi do priestoru B. Teda zobrazenie musi byt’
v tvare

Infl]:=
mappi ng[ ol dvari abl es, rul es, newari abl es]

Out[l]=
mappi ng[ ol dvari abl es, rul es, newari abl es]

Objekt tohto tvaru budeme d’alej povazovat za zobrazenie. Budeme pouzivat’ mapping ako
novo definovany typ a objekty tohto typu budeme oznacovat’ mapping. Napr.
Inf2]:=
nmemappi ngl{x, y}, {x"2-y"2, 2x y} ,{u, v}]
Out[2]=
2 2
meppi ng[{x, y}, {x -y, 2xy}, {u v}

bude pre nas oznaCovat’ zobrazenie z priestoru R}, do priestoru R_ dané predpisom
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u=x2—y2 a v =2XYy.
Objekt typu mapping je teda v skutocnosti objektom typu List x List x List, s istymi
obmedzeniami napr. dizka druhého a tretieho List-u musi byt rovnaka, prvy a treti List musi
pozostavat’ len zo zoznamu premennych.

Ked’ze pracujeme s novym typom premennej, musime vytvorit' funkcie, ktoré z tohto typu
dokazu extrahovat jednotlivé zlozky.

Nazvime ich napr.  dom funkcia urcujtca defini¢ny obor zobrazenia
rul es pravidla definujuce zobrazenie
cod funkcia urcujtca ko-obor zobrazenia
a definujme ich nasledovne:
In[3]:=
don{ map_mappi ng] := map[[1]]
rul es[ map_mappi ng] : =map[ ][ ]2] ]

cod[ map_mappi ng] : =map[[ 3

Rovnako je rozumné definovat’ logickt funkciu, ktord ndm dokaze overit’ formalnu spravnost’
definicie nasho zobrazenia

Inf6]:=
mappi ngq map_mappi ng] : =
Lengt h[ map] ==3 && Dept h[ don{ map] ] ==Dept h[ cod[ map] ] ==2 &&
Lengt h[ rul es[ nap] ] ==Lengt h[ cod[ map] ] ;
Inf[7]:=
mappi ngq ni
Out[7]=
True

Nové zobrazenie mdzeme vytvorit pomocou skladania zobrazeni, alebo pomocou operacie
inverzie. Dolezity je aj test rovnosti zobrazeni.

Zhodnost’ zobrazeni

Definujme test rovnosti zobrazeni. Potrebujeme zistit, ¢i dva objekty typu mapping su
totozné. Jedna z moznosti je:

mnf8]:=
zhodaQ f1_mappi ng, f2_mappi ng] : =
(donff1l]==don{f2]) && (cod[f1]==cod]f 2]
(Sinmplify [rules[fl]-rules[f2]]==Tabl e[

) &&
0,{length[cod[f1]]} 1);

ZhodaQ je operacia, ktora vrati objekt typu Boole (True, False) a je teda typu
mapping X mapping — Boole

Skladanie zobrazeni

Zlozené zobrazenie (ak existuje) je objekt typu mapping X mapping — mapping

In[9]:=

skl adani e[ f _mappi ng, g_nmappi ng] : = mappi ng[don{f],rules[g] /. Thread[cod
[f] ->rules[f]],cod[g]] /; cod[f]===dong] ;

Pouzime nami definovanu operaciu skladania na jednoduchom priklade. Ak
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In[10,11]:=

f=|Tappl ng[{X, y} ’ {XAZ +yA2! - 2X y} ’ {U, V}]
g=mappi ng[{u’ V} ’ {U+V! u- V} ’ {r! S}]
Out[10,11]=

2 2

rTappIng[{X, y}! {X Ty, -2 X y}! {U, V}]
mappi ng[{u, v}, {u + v, u- v}, {r, s}]

potom

In[12,13,14] :=

rul es[g]
Thread[cod[f]->rul es[f]]
rules[g] /.Thread[cod[f]->rules[f]]

Out[12,13,14]=
{u+v, u- v}
2 2
fu->x +y, v->-2xy}

2 2 2 2
{x - 2xy+y, x +2xy+y}

Inf[15]:=
skl adani e[ f, g]

Out[15]=
_ 2 2 2 2
mappi ng[{x, y}, {x - 2xy+y, x +2xy+y}, {r, s}

Mozeme overit’, ze vysledné zobrazenie je opdt’ zobrazenim v zmysle nasej definicie

In[16]:=
mappi ngq skl adani e[ f, g] ]

Out[16]=
True

Identické zobrazenie

Identické zobrazenie je operacia typu List— mapping

In[17]:=
i denti tyMappi ng[ var _Li st]:= mappi ng[ var, var, var]
In[18]:=
i dentityMappi ng[{x, y}]
Out[18]=

mappi ng[{x, vy}, {x, y}, {x, y}]

Inverzné zobrazenie

Inverzné zobrazenie (ak existuje) je objekt typu mapping. Funkcia inversemap musi
byt objekt typu mapping — mapping. Pri hl'adani inverzného zobrazenia moze existovat
niekol’ko roéznych inverznych pravidiel urcujicich inverzné zobrazenie (v zavislosti od
definicného oboru), typ nasej novej funkcie mdze byt’ aj mapping— ListOf Mappings.
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Jedna z moznosti definicie je:

In[19]:=
i nver semap[ f _mappi ng]: =
W t h[
{riesenie = Sinplify[PowerExpand[ Si nplify

Sol ve[ Thread[rul es[f] ==cod[f]], don{f]][]]]}
Map[ rrappl ng[cod[f], #, don[f]] &,
donm{ f]/. rlesenle]]

Funk¢nost takto defnovaného prikazu overme na jednoduchom priklade :

Najdite inverzné zobrazenie ku zobrazeniu f: R fy — R’ definovanému predpisom

u=2x -y, v=X+2y

In[20]:=
f=mappi ng[{x, y}, {2x-y, x+2y}, {u, v}];
In[21]:=
i nversemap| f]
Out[21]=
2u+v -u+2v
{mappi ng[{u, v}, {------- yomeme- booxo oy}

Vizualizacia diferencovatel’ného zobrazenia

V tejto casti Clanku predvedieme niektoré moznosti nami definovaného prikazu
mapGraphics. Pomocou neho mézeme Studentom demonstrovat’ nielen funkcie, ale aj tie
zobrazenia, ktorych definicny obor méa dimenziu 1, alebo 2 a obor hodnét dimenziu 2, 3
(pricom nemusia byt nutne regularne).

Jeho vytvorenie nie je zlozit¢ a kompletny modul prezentovany v praci, je dostupny
u autora. Pouzitim prikazov definovanych v prvej casti ndsho clanku moézeme tiez
vizualizovat’ skladanie zobrazeni alebo operaciu inverzie.

Inf22]:=
<<Ceonetry’ mapG aphi cs’

mapGraphics[mapping,”’meno”, range[s]]

kde range[s] je bud’ interval v tvare {a,b}, alebo dvojica intervalov , aj s ur¢enim velkosti
kroku v tvare {aj, a, step, }, {b1,ba,stepy}

Tento prikaz vytvori objekt typu Graphi cs. To uz je Standardny objekt, ktory dokdzeme
prezerat’ napr. pomocou prikazu Show. Pouzitie tohto prikazu si ukdaZzeme na niekolkych
prikladoch. (Zaradili sme aj zobrazenie, ktoré nie je prosté.)

In[23]:=
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mapl=nappi ng[{t},{t"2, t "3}, {x, y}];
map2=mappi ng[ {t},{Sin[t], Cbs[t] Sin[t]72}, {x Y, 2}];
map3=mappi ng[ { x, y}, {X-V, 2x- 2y}, {u vil;
map4=mappi ng[ { X, y}, { 2x-y, x+2y}, {u, v}];

Ukazeme si aj zobrazenia z 2-dimenzionalneho priestoru do 2 a 3 dimenzionalneho priestoru
In[27]:=
map5=mappi ng[ {r,t},{r Cos[t],r Sin[t]},{x,y}];
map6=nappi ng[{t, u},{Cos[t], Sin[t],u},{x,y, z}];
map7=mappi ng[ { X, y}, {x"2+y"2, -2x y}, {u, v}]; _
map8=mappi ng[ {u, v}, {Cos[v] *Cos[ u], Cos[v]*Sin[u],Sin[v]}, {x,y,2z}];
Pre tieto zobrazenia dostaneme nasledovné grafické vystupy
Inf31]:=
mapG aphi cs[ mapl, "mapl”,{-1, 1}];
Inf32]:=
Show %4

mapl

Out[32]=
- Graphi cs-

Inf33]:=
Show{ mapG aphi cs[ nap2, "map2”,{0,2 Pi}]]

map2

Out[33]=
- Graphi cs-

In[34] .=
Show mapGr aphi cs[ map3, "nap3”,{0,1,0.2},{-1,0,0.2}]]
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Out[34]=
- Graphi cs-
In[35]:=
Show mapG aphi cs[ map4, "map4”,{0, 1,0.2},{0,1,0. 2}]]

v
ly 3
map4

0

0 1" -1 1 2"
Out[35]=

- Graphi cs-

In[36]:=

Show mapG aphi cs[ map5, "map5”, {0, 5, 1}, {0, 2Pi , 0. 2} ]]

Out[36]=
- G aphi cs-

Inf[37].:=
Show{ mapG aphi cs[ nap5, "map5”, {0, 5, 1},{0, Pi , Pi/ 2}]]
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Pi
mapb5
= A\
0 X

Out[37]=
-Graphics-

In[38].=
Show mapGr aphi cs[ map6, "nap6”, {0, 2Pi , 0.5}, {0, 5, 1}]1]

X
u
5
mapb6
—t 2
OO 2 PE
Out[38]=
-Graphics-

In[39].=
Show mapGr aphi cs[ map7, "nmap7”,{-1,0,0.1},{0,1,0.1}]]

map’/

Out[39] =
- Graphi cs-

In[40] .=
Show mapGr aphi cs[ map8, "nap8”, {0, Pi , Pi/ 10}, {0, 2Pi, Pi/5}]]
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2 Pi
map8
OO Pi
Out[40] =
- Graphi cs-

Uved’me este ukazku prikladu demonstrovatelnu na prednaske alebo na cviceni

Uloha: najdite inverzné zobzanie k zobrazeniu map a overte spravnost’ vysledku
Inf41]:=
mep=meppi ng[ {x, y}, {x"2-x y, x y+y"2},{u, v}];

Inf42]:=
Show{ mapG aphi cs[ map, "map”, {-2,2,0.4},{-2,2,0.4}]]

map

Out[42]=
- G aphi cs-
In[43]:=
i nver se=i nver semap[ map] ;

Tvar inverznej funkcie priamo v tomto ¢lanku nebudeme uvadzat, je prili§ dlhy. Spravnost’
vysledku mozeme overit kompoziciou zobrazenia a zobrazenia k nemu inverznému.
MATHEMATICA , ako vysledok procedury inverse nasla 4 rézne zobrazenia. Len druhé
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z tychto zobrazeni je pravou inverziou, ostatné su I'avymi inverziami. Vysledok kompozicie
vidime v nasledujicom vystupe.

In[44] :=

Map[ composi ti on[ map, #] &, i nver se]// Power Expand// Si nplify
Out[44] =

{mapping[{x, v}, {-x, -y}, {x, y}l,

mappi ng[{x, vy}, {x, y}, {x, y}l.

rTappIng[{X, y}! {'( """" )! """" }! {X! Y}],
Sqart[ 2] Sqart[ 2]
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Ako sme spominali uz v tvode nasho clanku, neobsahuje tento prispevok vsetky
mozné definicie pre pracu so zobrazeniami. Ak by sme ho chceli pouzit’ pre vyuku zakladov
algebry, je nutné predefinovat’ nielen operaciu inverzie na operaciu zavislu od poradia, ale
definovat’ aj napr. test injektivnosti, surjektivnosti resp. bijektivnosti zobrazenia.

Myslime si vSak, ze uvedena definicia objektu mapping je “rozumne” zvolena a Citatel’
v pripade zaujmu na tu uvedenych zékladoch dokaze potrebné funkcie, resp. moduly vytvorit’.
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