Zbornik konferencie o vyu¢ovani matematiky
na VS pomocou programového systému firmy

WOLFRAM RESEARCH, INC. US4
MATHEMATICA®

MATHEMATICA ‘99

Linearne diferencialne rovnice n-tého radu
s konStantnymi koeficientami
a programovy systém MATHEMATICA

Viera Zahonova'
Katedra Matematiky, Strojnicka Fakulta STU

Abstrakt: V prispevku je popisana moznost pouzitia programového systému
Mathematica pri rieSeni linearnych diferencialnych rovnic n-tého rdadu s
konstantnymi koeficientami v zakladnom kurze matematiky.

1. Uvod

Vyvoj v oblasti vypoctovej techniky ide vel'mi rychlo dopredu a podstatne ovplyviiuje
sposob vyucby matematiky na vysokych Skolach. Zakladny kurz matematiky na Strojnicke;j
fakulte STU v Bratislave je v prvych Styroch semestroch Studia v predmetoch Matematika I,
Matematika II, Matematika III (zdklady matematickej analyzy a linedrnej algebry) a
Numericka matematika. V Skolskom roku 1996/97 Katedra matematiky experimentalne zacala
s vyucbou v zakladnom kurze pomocou programového systému Mathematica od druhého
semestra najskor iba v dvoch pracovnych skupinach, ale v Skolskom roku 1997/98 a 1998/99
uz v celej paralelke, t.j. v Siestich pracovnych skupinach. Podrobny popis experimentu je
uvedeny v pracach [4,6] a niektoré poznatky s vyucby konkrétnych tématickych celkov v
pracach [1,2,5,7,8,9,10]. Vzhladom na to, Ze sa jedna o vyucovanie teoretickych predmetov vo
vacsine pripadov sa dodrziava postupny vypocet. Pripomenme este, ze vyucba je rozdelena na
tzv. teoretické a pocitaCové cvicenia. Na teoretickych cviceniach sa rieSia ulohy jednoduchsie,
na pocitacovych zasa zlozitejSie. Je nutné, aby Studenti ovladali zakladné metddy riesenia
jednotlivych uloh a taktiez aj vSetky zékladné pojmy, s ktorymi pracuji. Prave preto na
zaCiatku kazdého teoretického cvicenia z matematiky sa piSe kratka pisomka z pojmov a
metod pouzivanych na cviceniach, vysledky ktorej su sucastou celkového hodnotenia Studenta
pri skuske.
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2. Zakladné pojmy

Rovnicu — "(x)+a " (x)+ a,p" D x)+ ..+ a, ' (x) + a,0(x) = (x),
kde a,, i=1,2,..n sh redlne disla, y(x) je neznama funkcia, y()(x), i=12,..n je jej i-ta
derivécia a r(x) je funkcia spojitd na intervale <a,b> nazyvame linearnou rovnicou n-té¢ho
radu s konstantnymi koeficientami. Oznaéme L,(x) Pava stranu rovnice (1). Potom tito
rovnicu moédzeme napisat v tvare Ln(x)z r(x). Ak funkcie yl.(x), i=12,..n tvoria
fundamentélny systém rieSeni rovnice L, (x)=0a y,(x) je jedno konkrétne rieSenie rovnice

Ln(x)=r(x), potom viecobecné rieSenie diferencidlnej rovnice L, (x)=r(x) je
Zc v,(x)+ y,(x), kde ¢, i=12,..,n sa Tubovolné reilne &isla. Rieenie y,(x) vo

Vseobecnostl njjdeme metddou varidcie konStant, t. j. hladdme ho v tvare

yo(x) ZC , kde funkcie c(x I||V:V|| dx, pre i=1,2,..,n, |w| je Wronského

determinant, a |wl.| je determinant matice w;,, ktort dostaneme z Wronského matice w, ak v i-

ty stipec v matici w nahradime stipcom nul, az na posledny prvok, ktory nahradime funkciou

r(x) 3]
3. RiesSenie diferencialnej rovnice

Na experimentalnych cviCeniach z matematiky sme s podporou programového
systtmu MATHEMATICA najskor teda hl'adali fundamentéalny systém rieSeni rovnice bez
pravej strany a potom metddou variacie konStant jedno rieSenie rovnice s pravou stranou. Tuto
metodu sme pouzili aj v tom pripade, ked’ prava strana rovnice bola Specialnou, respektive
suctom Specidlnych pravych stran. RieSenie jednoduchych diferencidlnych rovnic druhého
radu, ¢i uz so Specialnou pravou stranou, alebo s pravou stranou, ktord nemala Specidlny
tvar,Studenti museli zvladnut' aj bez pomoci pocitaca. Na pocitacovych cvi¢eniach sme sa
zamerali hlavne na diferencialne rovnice treticho radu, kde uz niekedy vznika problém pri
vyrieSeni charakteristickej rovnice, potrebnej na najdenie fundamentalneho systému rieseni a

, ako aj pri

tiez aj pri vypocte Wronského determinantu |w| a pomocnych determinantov

samotnom integrovani.

Uloha: Najdite rieSenie diferencilnej rovnice " —4y"+6y' —4y=e cosx, ktoré spina
zaciato¢nu podmienku y(0)= y'(O) = y"(0)= 0. Nakreslite prislichajucu integralnu krivku a
vypocitajte hodnotu hodnotu y(O,S).

RieSenie: Najskor ndjdeme korene charakteristickej rovnice

In[l]:=
Sol ve[ s"3- 4s"2+6s- 4==0, S|

Out[1]=
{{s ->1-1}, {s->1+1}, {s->2}}
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Korefiom charakteristickej rovnice s, =2, s, =1+, s, =1—i priradime linedrne nezavislé

rieSenia, ktoré tvoria fundamentélny systém rieSeni diferencialnej rovnice. Definujeme:

In[2]:=
y1[x_] =Exp[ 2x]

Out[2]=

2 X
E

In[3]:=
y2[ x_] =Exp[ x] * Cos[ x]

Out[3] =

X
E Cos[x]

In[4]:=
y3[x_] =Exp[x] *Si n[x]

Out[4] =

X
E Sin[x]

Vseobecné rieSenie rovnice y" —4y"+6)'—4y =0 je
In[5]:=
yh[ x_]=cl1*y1[ x] +c2*y2[ x] +c3*y3[ X],

Out[5]=
2 X X X
cl E + c2 E Cos[x] + ¢c3 E Sin[Xx]

kde c1,c2,c3 st 'ubovol'né realne Cisla.
Vzhl'adom na to, Ze v d’alSom budeme pracovat’ aj s pravou stranou rovnice, zadefinujme si
Ju.

In[6]:=
r[ x_]=Exp[ 2x] * Cos|[ x]

Out[6] =

2 X
E Cos[ x]

Vytvorime Wronského maticu w

In[7]:=
v={yl[x],y2[x],y3[x]};

In[8]:=
w={v,Dv,x],Dv,X,x]};

a overime si, €1 ju mame spravne zadefinovanu.
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In[9]:=
Mat ri xFor ni wj

Out[9]//MatrixForm=
E2% E* Cos[x] EX*Sin[x]
2 E2¥ EXCos[x] - E¥XSin[x] E¥Cos[x] + E¥Sin[x]
4 2% 2 EX Sin[x] 2 EXCos [X]

Vypocitame jej determinant, ktory hned’ upravime a zjednodusime prikazom Simplify.

Inf10]:=
dw=Det [w] // Si npl i fy

Out[10]=

4 X
2 E

Definujeme si pomocnt maticu w1 tak, Ze v matici w nahradime prvok v i-tom riadku, i=1,2,3
a prvom stlpci postupne prvkami 0, 0, r[x].

Inf11]:=
wi=w; Wi[[1, 1]]=0;wi[[2, 1] ]=0;wa[[3, 1]]=r[x];

Overime si, ze matica wl je spravne zadefinovana

In[12]:=
Mat ri xFor nf wil]

Qut[12]// Matri xFor e

0 F*Cos[x] F*Sin[x]
0 E*Cos[x] - E*Sin[x] E*Cos[x] + E*Sin[x]
E2X Cos[x] ~2E* Sin[x] 2 EXCos[x]

a vypocitame jej determinant.

In[13]:=
dwl=Det[wl] //Sinplify

Out[13] =

4 X
E Cos[ x]

Podobne postupujeme aj pri definicii a vypocte determinantov matic w2 a w3.

126



In[14]:=
w2=w, w2[ [ 1, 2]1=0; w2[ [ 2, 2]1=0; w2[ [ 3, 2] ] =r[ x] ; dw2=Det [w2] // Si npl i fy

Out[14]=
5 x
-(E Cos[x] (Cos[x] + Sin[x]))
In[15]:=
wW3=w; W3[[ 1, 3]]=0;wW3[[2,3]]1=0;wW3[[3,3]]=r[x]; dw3=Det [w3]//Sinmplify
Out[15]=
5 x

E  Cos[x] (Cos[x] - Sin[x])

Potom funkcie

In[16]:=
cl[x_]=Integrate[dwl/dw, x]//Sinplify,
Out[16]=
Si n[ x]
2
In[17]:=
c2[x_]=Integrate[dw2/dw, x]//Sinplify,
Out[17]=
X
E (-5 + Cos[2 x] - 3 Sin[2 x])
20
In[18]:=
c3[x_]=Integrate[dw3d/dw, x]//Sinplify.
Out[18]=
X
E (5 + 3 Cos[2 x] + Sin[2 Xx])

Riesenie y, (x) ma potom tvar

In[19]:=
yO[ x_]=c1[x]*y1[ x] +c2[ x] *y2[ x] +c3[ x] *y3[ x]// Si nplify.
Out[19]=

2 X
-(E (Cos[x] - 3 Sin[x]))
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Vseobecné rieSenie diferencialnej rovnice je dané

In[20] :=
y[x_1=yh[x] +y0[x]
Out[20]=
2 X
2 X X E (Cos[x] - 3 Sin[x]) X
cl E + c2 E COS[X] - ---------c-mmmmmmma oo + ¢c3 E Sin[X]

Nasou ulohou je viak najst’ konkrétne rieSenie, ktoré spiia dané zadiatoéné podmienky. To
znamend, ze musime ndjst konStanty cl, c2, c3 tak, aby boli splnené podmienky
y(O) =0, y'(O) =0, y”(O) = 0. Preto rieSime nasledujuci systém rovnic vzhl'adom na nezname
cl, c2, c3.

Inf21]:=
Sol ve[{y[0] ==0,y’ [0]==0,y’ ' [ 0] ==0}, {c1, c2, c3}]
Out[21]=
1 7 1
{{cl ->-(-), c2 ->--, ¢c3 -> --}}
2 10 10

Do vSeobecného rieSenia dosadme teraz za konStanty cl, c2, ¢3 vypocitané hodnoty.
Dostaneme konkrétne rieSenie.

Inf22]:=
y[x_]=y[x]/.{cl->-1/2,¢c2->7/10,c3->1/10}//Sinplify
Out[22]=

X X X X
-(E (BE + (-7 +2E) Cos[x] - (1 +6 E) Sin[x]))

Nakreslime si jeho graf a vypocitame danu funk¢ént hodnotu.

Inf23]:=
Plot[y[x],{X, -5, 2}]
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Out[23]=
- Graphi cs-

In[24]:=
y[0.5]//N

Out[24] =
0. 0375502

Danu diferencialnu rovnicu sme mohli vyriesit’ aj priamo, pomocou prikazu DSolve.
Konkrétne, jej vSeobecné rieSenie ndjdeme zadanim prikazu

DSolve|L,[x] == r[x], y[x] x]
a rieSenie diferencidlnej rovnice spliajuce zadané zaciato¢né podmienky pomocou prikazu

DSotveliL, [x] = r{x] v, ] == yo. 5 lxe] ==y " Vlvg | ==, p o) o]

Velakrat vSak, ked’ charakteristicka rovnica m& komplexné korene, rieSenie vyjde v tvare
komplexnej funkcie. Toto rieSenie nedava Studentom Strojnickej fakulty STU ni¢ konkrétne,
pretoze v osnovach zdkladného kurzu sa funkcia komplexnej premennej nenachadza. Taktiez
chceme, aby Studenti v zédkladnom kurze pochopili podstatu néjdenia rieSenia diferencidlnej
rovnice. O tomto prikaze Studentov informujeme a moéZu si pomocou neho skontrolovat
(pokial rieSenie je redlne) ndjdené rieSenie, a tiez mézu dany prikaz pouzivat’ bud’ pri svojom
Stidiu vo vyssich ro¢nikoch, alebo v praxi.

4. Zaver

Na zéver by bolo vhodné este pripomentt’, Ze programovy systém

Mathematica nenahradza vyucbu matematiky. Vhodnou vol'bou tématickych celkov je tento
programovy systém pomdckou, ktord urychluje, niekedy velmi zdihavé, mechanické
pocitanie, dava vicSiu moznost vyberu vhodnych a narocnejSich prikladov, ktoré na
teoretickych cviceniach nie je mozné riesit. Vyhl'adom na uSetreny Cas pri vypoctoch sa vo
vicsej miere daju formulovat’ tlohy, ktoré podporuju logické myslenie Studenta. Programovy
systém Mathematica mé vel'mi dobry graficky vystup, a preto sa cvicenia z matematiky daju
urobit’ zaujimavejsie. Studenti, ktori absolvovali cvi¢enia z matematiky pomocou tohto
programového systému, pracuju s nim nad’alej a pouzivaju ho pri rieSeni tloh z odbornych
predmetov. Predpokladdme, Ze Mathematicu budu pouZivat’ aj v praxi, pri rieSeni konkrétnych
problémov.
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