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Vyucbu matematiky na nasej fakulte mozno rozdelit do dvoch skupin
(principialne rozdielneho charakteru). Jednou skupinou je “ zakladny kurz “
matematicky (prvé Styri semestre), druhou su volitefné predmety v 3. - 5.
roéniku (napr. Aplikovana matematika, Matematicka Statistika). Toto
rozdelenie urCuje nielen charakter predmetu, ale aj poCet a vedomostnu
uroven Studentov.

Zakladny kurz zahffia 3 semestre matematickej analyzy a linearnej
algebry a 1 semester numerickej matematiky. Experimentalna vyucba
pomocou programoveho systému Mathematica prebiehala v2. az 4.
semestri ,zakladného kurzu®

DOVODY EXPERIMENTU

Vyvoj v oblasti vypoctovej techniky a tvorby programovych produktov
ide velmi rychlo dopredu a vyrazne ovplyvnuje spésob vyucby matematiky na
VS. Zatial, o v laboratérnych cviéeniach je pouzivanie PC uz
samozrejmostou, jeho pouzitie na prednaskach a teoretickych cvi€eniach je
menej rozSirené. Hlavne preto, Ze ostava nevyrieSenym problémom, akym
spdésobom a do akej miery pouzivat programové produkty, ktoré Cloveku aj
bez znalosti prislusného algoritmu poskytuju vysledky rieSenia uloh
pre zadané vstupné udaje. K otazke, €o absolvent inzinierského Studia
z matematiky potrebuje vediet, sa pridava dalSia, akym spdsobom ho to ¢o
najefektivnejSie naucit? Rozsah vedomosti, ktoré si vyzaduju sucCasné
technologické a konstrukéné procesy sa zvacSuje, €o vytvara prirodzeny tlak
na znizovanie pocCtu hodin doposial venovanych ziskaniu * matematicke;j
zruénosti ”. Vo vSeobecnosti sa oCakava, ze pocita¢ pombze zredukovat ¢as,
doposial venovany technike vypoctu.

Spolo¢nou snahou vyucujucich je vyuzit pocitac aj na:

- ZlepSenie u€ebného procesu pomocou modelovych prikladov,
- podporenie kreativity Studenta,
- podporenie samovzdelavacich aktivit Studenta.

V tomto prispevku chceme ukazat, na konkrétnych prikladoch, ako
v predmete numerickd matematika vyuZivame programovy systém
MATHEMATICA na hlbSie pochopenie problému a jednoduchSiu realizaciu
niektorych vypoctovych uloh.
V prechadzajucich rokoch sme pri vyu€be numerickej matematiky pouzivali
programovaci jazyk Pascal. Studenti v ramci pocitatovych cvieni
vypracovavali jednoduché programy v tomto jazyku (napr. hladanie korefiov



rovnice, rieSenie dif. rovnice ...). Vzhfadom k tomu, Ze Studenti nastupujuci
na VS maju réznu Uroveri znalosti a zruénosti z informatiky, ba niektori z nich
vbbec nie su pripraveni na pracu pomocou tradicného programovacieho
jazyka PASCAL, domnievali sme sa, Ze pomocou programového systému
Mathematica mozno Studenta pomerne rychlo zaskolit na samostatnu tvorbu
vypoctovych postupov, ktoré ulahCuju analyzu Studovanych problémov. Ak
by sa podarilo umoznit Studentovi v priebehu jeho Studia vSetky vypocty
vykonavat pomocou tohto systému, ziskal by tak nastroj, ktory by nielen
zefektivnil jeho pracu, ale pripravil ho aj na presné rieSenie narocnejSich
vypoctov.

Vzhladom k uz uvedenému, na zaklade naSich skusenosti sa
domnievame, Ze pracu s programovym systémom Mathematica, hlavne jeho
metajazyk, zvladne Student lepSie a s mensSimi problémami, ako progra-
movaci jazyk Pascal. Naviac prave vdaka tomuto metajazyku mdézeme rieSit
na cviCeniach ulohy numerickej matematiky a nehodnotime programatorsku
zru¢nost Studenta.

POPIS EXPERIMENTALNEJ VYUCBY

Experimentalna  vyu¢ba  pomocou  programového  systému

Mathematica© (Wolfram Research) prebiehala na SjF STU v Sk. rokoch
1996/ 97 a 1997/ 98. V prvom roku bolo do experimentu zaradenych 50
Studentov, vdruhom 120 Studentov (najmensSia organizacna jednotka -
paralelka, ktora ma samostatné prednasky). VyuZzitie programového systému
Mathematica vo vyucbe zakladného calculu podrobnejSie popisuje praca [2].
V tomto c¢lanku popiSeme priebeh vyucby v Stvrtom semestri nasho
experimentu. Obsahom predmetu su zaklady numerickej matematiky.
Studenti prvého roku experimentalnej vyuéby momentalne ukongili zakladny
kurz skusSkou z numerickej matematiky. Vyhodnotenie vysledkov experi-
mentu uvadzame v nasledujucich odstavcoch nasho ¢lanku.
Uz v pripravnej faze experimentu bola vypracovana koncepcia vyucCby a
spOsob hodnotenia, v priebehu rokov 1996, 1997 postupne vznikali pomocné
Studijné materialy, nootebooky a packages pre Studentov, ktoré sme neskor
pouzili priamo vo vyucbe. Niektoré z nich uvadzame aj v tomto ¢lanku.

Rozsah vyu€by su 2 hodiny prednasok a 2 hodiny cviCeni tyZzdenne.
V ramci prednasok sa prednasajuci venoval, okrem tedrie, aj moznostiam
pg. systtmu Mathematica. CviCenia boli rozdelené na teoretické a
pocCitaCové. Jednotlivé cviCenia sa navzajom striedali. Teoretické cvi¢enia
boli klasickymi cvi¢eniami, ktorych hlavnou ulohou bolo precvicit mySlienkové
postupy a metody rieSeni uloh na vypoctovo jednoduchych prikladoch.
PocitaCové cvi¢enia sa uskutoCnovali v samostatnej ucebni, pri pocitaci
pracoval kazdy Student samostatne. Dosiahnuté vysledky sme tak mohli
lahko hodnotit. Naviac tato skupina Studentov pracovala s pg. systémom
Mathematica uz treti semester, a tak hlavnou prioritou pocitacovych cvi¢eni
bola simulacia uloh k danej téme cviCenia. Metajazyk systému Mathematica
uz Studentom nerobil problémy.

Na pocitaCovych cvi€eniach sme sa zaoberali témami:

e Numerické chyby, podmienenost vypoCtu, prenos numerickej chyby
pri jednotlivych aritmetickych operaciach.
e Metddy hladania korefiov rovnice f(x)=0.



¢ RieSenie sustav rovnic, maticovy pocet, vypoCet charakteristického poly-
nomu, vlastnych Cisel a vektorov matice.

e Lagrangeov a Newtonov interpolacny polyném.

e Numerické integrovanie a numerické derivovanie.

¢ Numerické metody na rieSenie dif. rovnice 1. radu.

Skuska sa skladala z niekolkych Casti: dve pisomné prace pocas semestra,

pocCitaCovy test znadobudnutych zru€nosti pri praci s pg.systémom

Mathematica, test teoretickych vedomosti z numerickej matematiky. Ak

Student ziskal aspori 70% bodov, ziskal znamku (1, 1-, 2, 2-) podla

dosiahnutého vysledku. V pripade menSieho bodového zisku musel vykonat

eSte dalSiu ustnu a pisomnu skusku pocas riadneho skuskoveho obdobia.

V experimentalnej skupine sme dosiahli tieto vysledky:

Zapocet z numerickej matematiky neziskal len jeden Student. 18% Studentov

nesplnilo podmienku 70% uspesnosti a znamku neziskali na prvom termine

a 6,2% Studentov skusku nespravilo ani na 3. termin.

Pri porovnani s vysledkami ostatnych Studijnych skupin sa percentualna

uspesnost vykonania skusky u experimentalnej skupiny takmer neliSila

od ostatnych skupin. Zmena nastala hlavne v kvalite. Kym pri klasickom

spésobe vyucby (pomocou programovacieho jazyka Pascal) takmer 60%

Studentov predmet ukoncCilo s vysledkom 3- (najhor$i mozny vysledok),

uspesnost v experimentalnej skupine bola nasledovna:

znamku 1 dosiahlo 5,8% Studentov

znamku 1- dosiahlo 17,6% Studentov

znamku 2 dosiahlo 23,5% Studentov

znamku 2- dosiahlo 32,3% Studentov

znamku 3 dosiahlo 5,8% Studentov

znamku 3- dosiahlo 8,8% Studentov

Podobny vysledok bol zaznamenany aj pri experimentalnej vyucbe

zakladného calculu a popisuje ho praca [2]

UKAZKA EXPERIMENTALNEJ VYUCBY

CHYBA FUNKCNEJ HODNOTY

Nech y = f(x) je dif. funkcia jednej premennej a nech x je aproximacia
x. Je zrejmé, Ze pre odhad chyby pribliznej hodnoty f(x ) plati

| f(x)-f(x)| = F2)||x-x]| i M|x-x|
kde M= sup &&(z)¢pricom suprémum hladame v okoli €isla x obsahujucom
Cislo x. Z uvedeného vztahu vyplyva, Zze M predstavuje mieru citlivosti
funkcie f(x) pri perturbacii argumentu x. Pre relativhu chybu potom plati

| f(x) - f(x)l 71 f(x)| & M|x-X[/]f(x)|
Ak Cislo podmienenosti ulohy definujeme ako pomer relativnej chyby vystupu
k relativnej chybe vstupu, potom Ccislo podmienenosti vypoltu funkénej
hodnoty pre okolie bodu x je dané vztahom

Col | xF(x)/]1(x) ]
Je zrejmé, ze ak C, / 1, uloha je dobre podmienena, ale ak C, je
velké Cislo, potom je uloha zle podmienena, t.j. mala zmena vo vstupnych



udajoch vyvola velki zmenu vo vystupnych udajoch. Pri skumani
podmienenosti takejto ulohy ma ucitel Siroku $kalu funkcii, ktoré sa
pri vypocCte hodndt z niektorych intervalov spravaju velmi rozdielne. Ako
priklad mbézeme uviest funkciu sin(x) a jej Cislo podmienenosti v okoli bodu 0
a v okoli bodu é pri rovnakej perturbacii argumentu o hodnotu 0.01. Obdobne
mozno odvodit vztah pre Cislo podmienenosti vypocCtu funkcie viac
premennych a skumat stabilitu vypoctu takychto funkcii v réznych oblastiach.
Pri tychto vypocCtoch podporovanych grafickym znazornenim funkcii, Student
rychlo pochopi, Ze oblasti v ktorych je gradient funkcie velky modze
dochadzat k strate presnosti vypoCtu. Preto pri rieSeni konkrétnych
aplikacnych uloh nesmie stratit' zo zretela aj tento aspekt.

Poucny je aj priklad iného druhu, ktory sa tyka funkcionalnych radov.
UvaZujme rozvoj funkcie €* do radu, t.]

€ =1+x+x2/2>+ x> /3> x*/ 4>+ ...

Ak pouzijeme na vypocet Taylorov polyndm 7. stupria

Inf1]:=
Series [Exp[x], {x,0,7}1;
Normal [%]

Out[2]=

2 3 4 5 6 7
X X X X X X
1+ X+ -- 4+ -—— 4+ -— 4+ -=-= + == + —----
2 6 24 120 720 5040

Pre vypocet e”® dostavame alternujuci rad. Sucet prvych 8 &lenov
nam poskytuje hodnotu -12.6786.

In[3]:=
%2/.x->-5.5

Out[3]=
-12.6786

Kedze presna hodnota e° = 0.0040867 nema predchadzajuci
vysledok ani jednu platnu Cislicu.

In[4]:=
Exp[-5.5]

Out[4]=
0.00408677

Uvedeny priklad je pripadom nevhodného postupu vypoctu, v ktorom
zaokruhfovacie chyby niektorych scCitancov su rovnakého radu ako je
kone¢ny vysledok. Opat, na zoslabenie ucinku tohto algoritmu bud
pouzijeme vacsi pocCet platnych Cisel a Clenov radu pri vypocte, alebo
pouzijeme vhodnejSiu metédu vypoctu, napr.

e =1/e>* =1/(1+ 55+ ... )

Pribliznu hodnotu funkcie v bode -5,5 vypocitame

In[5]:=
%2/.x->5.5



Out[5]=
198.075
In[6]:=
1/(%2/.x->5.5)
Out[6]=
0.0050486

CHYBY PRI MATICOVYCH VYPOCTOCH

Medzi zakladné ulohy maticového poé&tu na VS patri rieSenie systému
linearnych rovnic, vypocCet charakteristického polynédmu, vlastnych Cisel a
vektorov matice. Pomocou programového systému MATHEMATICA mozno
lahko modelovat' rézne priklady dokumentujuce nestabilitu vypocCtu danej
ulohy s poukazanim na hodnotu Cisla podmienenosti matice. Ako priklad
mbdzeme uviest ulohu typu A x = b, pre ktoru Cislo podmienenosti ulohy je

tmerné vztahu | 4].|47'|. Nech

A _(6.1 3.9) 01 _(6.1}
“\38 24 138
RieSenim systému A x = b1 je vektor x = (1,0)T. Ak zmenime pravu stranu
systému na b2=b71+{-0.02,0.02} potom je rieSenim systému A x = b2 vektor
e — 51|/l -
=———=331295. Co
b1 52/ 1]
iba potvrdzuje, Ze uloha je nestabilna. Pomocou definicie normy vieme

rovnako jednoducho spocitat aj Cislo podmienenosti C, . Realizacia v pg.
systéme Mathematica bude nasledujuca:

x=(1.7,-1.1)". Pre &islo podmienenosti plati C,

Inf1]:=

a={{6.1,3.9},{3.8,2.4}};
bl={6.1,3.8};
b2={6.08,3.82};

In[4]:=
LinearSolvel[A,bl]
LinearSolvel[A,b2]

Out[4]=
1., 0.}
1.7, -1.1}

NUMERICKE RIESENIE OBYCAJNYCH DIFERENCIALNYCH ROVNIC

V mnohych pripadoch ODR, pomerne jednoduchych, nemozno najst
rieSenie vyjadrené pomocou elementarnych funkcii, ktoré by spifialo danu
dif. rovnicu a dané pod&iatoéné podmienky. Studenti tieto problémy poznaju,
Ci uz z fyziky, alebo z vlastnych skusenosti z predchadzajuceho semestra.



Numerické metddy na rieSenie takychto typov rovnic sa preto stretaju
kazdoro¢ne s velkym zaujmom.

V ramci prednasok sa stretnu s Eulerovou metddou a jej modifikaciami,
metddou Runge-Kutta. KedZe ide o latku zaveru semestra, niektori Studenti
sa zoznamia aj s viackrokovymi metddami. Postup vypoctu nie je tazky,
avsak realizovat ho len s pomocou kalkulacky, s pozadovanym krokom a
presnostou je pomerne ¢asovo narocne.

Vyhoda grafickych a programovych moznosti systému Mathematica je
v tomto pripade lfahko viditelna.

Uvedieme ukazku kratkeho programu, vytvoreného v metajazyku
programu Mathematica. Na cviCeni tento program Studenti postupne
po jednotlivych krokoch tvoria sami. Prekvapilo nas, Ze realizacia vypoctu
na experimentalnych cviCeniach pésobila podstatne menSie problémy, ako
programovanie rovnakého problému v PASCALE. Teraz uvedieme
Studentske rieSenie ulohy y” = 2x - sin y, y(0) = 1, na intervale [0,71] s krokom
h = 0,1. Modifikacia programu na inu metodu, alebo inu dif. rovnicu je velmi
jednoducha.

In[1]:=

Clear|[f,x,y,obrazok]

Inf2]:=
flx ,y ]l:=2x-Sinl[yl
x=0;y=1;h=0.1;

Inf3]:=

obrazok:=ListPlot [{{x,y}},PlotStyle->PointSize[0.03]]

In[4].:=
Do[kl=h*f [x,y];
k2=h*f [x+h/2,y+k1l/2];
k3=h*f [x+h/2,y+k2/2];
k4=h*f [x+h,y+k3];
lambda=1/6* (k1+2k2+2k3+k4) ;
y=y+lambda;x=x+h;
Print ["x: "’x’" y-= "’y-];
obrazok=Show [obrazok,
ListPlot [{{x,y}}, PlotStyle->PointSize[0.03],
DisplayFunction->Identityl],
DisplayFunction->$DisplayFunction], {10}]

Ziskame aj vypocitané hodnoty rieSenia v krokovych bodoch, aj jeho graficku
interpretaciu

x=0.1 y=0.927985 x=0.6 y=0.896041
x=0.2 y=0.879546 x=0.7 y=0.946498
x=03 y=0.853459 x=0.8 y=1.01354
x=04 y=0.848382 x=0.9 y=1.09664

x=0.5 y=0.862985 x=1. y=1.19561
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Z grafického vystupu uvadzame len niektoré jeho Casti, pre nazornejSiu
predstavu.

DalSou variantou vyuéby je pouzitie preddefinovanych prikazov na rieSenie
konkrétneho problému.

In[1]:=
NDSolve [{y’ [x]==2x-Sin[y[x]],y[01==1},y,{x,0,1}]

Outf1]=
{{y -> InterpolatingFunction[{{0., 1.}}, <>1}}

Inf2]:=
PlotlyIx1/.%,{x,0,1}]

1.2
1.15
1.1

1.05




Dalsie skusenosti s vyu&ovanim popisuju aj prace [1,3,5].

Program Mathematica pri vyucbe umoziuje postupovat dvoma
zakladnymi cestami.

1.Postupovat  po  jednotlivych  krokoch  vypoltu  spdsobom
jednoriadkovy vstup a nasledny vystup. Tento postup Studenti pouZzivaju
hlavhe v prvom semestri experimentu a je vyhodny, pri prvom stretnuti
s danym problémom. Akykolvek problém si Student takpovediac “ohmata”,
zoznami sa s problematickymi miestami. Neskér im tato mechanicka praca s
“lepSou kalkulackou” prestava stacit a zaCnu sa zaujimat’ o programovanie
v dostupnom metajazyku Mathematice.

2. Pouzit preddefinované algoritmy: napr. DSolve, NDSolve, alebo iné
pomocné baliky vytvorené pedagéogom s presne stanovenym cielom.
Priprava vyuCby je natolko pohodina, Ze skusenému pedagdgovi
(s minimalnou programovacou zru¢nostou) nezaberie vela Casu. Tento
postup naviac umoznuje predkladat a riesit aj tazSie fyzikalne problémy, Ci
problémy stability uloh. Vyraznym spésobom posuva hranicu, ktord zvazuje
pedagog pri zaradeni prikladu: vyznam <> Casova naro¢nost. Programové
baliky nemusi vytvarat len pedagég. Studenti nasho experimentu prvé takéto
baliky zacali vytvarat uz koncom druhého semestra ich prace
s Mathematicou, niektori sa poas experimentu naucili dokonca vyuzivat
moznosti dynamického programovania.

ZAVER

V sucasnosti existuje velky pocCet softwareovych balikov, dost podobného
charakteru, ktoré by mali pomahat, i uz priamo vo vyucbe, alebo ulahcit
zlozité vypoctové procesy. Niektoré su volne Siritelné, vacsSina su vSak
komercéné produkty. U volne Siritelnych programov je obycajne kvalita
obmedzena na zakladné poctové ukony calculu, ktoré su mozno postacujuce
pre vyuCbu v zakladnom kurze matematiky, ale su celkom nevhodné
pre neskorsie pouzitie v technickej praxi. Komercné programy maju cielenejsi
charakter. Spomefime aspon niektoré z nich: Mathematica, Derive, X-math,
MatLab, MathCad. Kazdy z nich ma mnohé vyhody, aj mnohé nevyhody.
Preto je velmi ddlezité poznat poziadavky vyucby, a hlavne neskorsej praxe,
aby bolo mozné vybrat vhodny komercny produkt.

Komeréné produkty mozno rozdelit do dvoch zakladnych skupin. Do
jednej skupiny patria tie, ktoré podporuju hlavne numericku pracu s datami
(napr. MatLab), do druhej tie, ktoré podporuju symbolicki pracu (napr.
Derive, Mathematica, MathCad).

V nasom experimente do uvahy prichadzali produkty podporujuce len
numericku pracu, alebo aj numericku aj symbolicku pracu. Pokusme sa teraz
vysvetlit dévody, ktoré nas viedli ku rozhodnutiu pouzivat prave program
Mathematica. Na zaklade ratingov softwarovych produktov, ktoré su
dostupné v sieti a na zaklade dostupnosti do uvahy prichadzali tri produkty:
Derive, Mathematica, MathCad.

Derive je produkt lokalizovany pod DOS-om, velmi jednoducho
ovladatelny. Nema sice komfortnost prostredia Windows a jeho grafické
moznosti su obmedzené, ale ma minimalne hardwareové naroky, ¢o



vzhladom na vybavenost nasho Skolstva je dost vyznamny ukazovatel’.h-'I
Zavelku nevyhodu v8ak povazujeme obmedzené schopnosti tohto
programu. Je to vlastne len velmi vykonna, velka kalkulacka, ktora sice
takmer staci v zakladnom kurze, ale tym su jej schopnosti plne vyCerpané.
Naviac pri rieSeni numerickej matematiky je potrebné hladat a velmi
kombinovat aj nesStandartné matematické postupy tak, aby sme dospeli
ku vysledku. Hlavnym dévodom, pre ktory sme zamietli moznost’ pouzit' tento
produkt, bola nemozZnost jeho pouZzitia v dalSom $tadiu, a tym viac
v naslednej praxi.

MathCad v sucasnej verzii je produkt porovnatelnej urovne ako
Mathematica, ale len pri pouZiti zakladného balika. Doplnkové moznosti pg.
Mathematica (tzv. packages) tento program posuvaju na podstatne vy$Siu
uroven. NemoOzeme vSak porovnavat sucCasny stav. VyuCbu sme zacali
pripravovat pred tromi rokmi, kedy program MathCad mal eSte velmi
obmedzené moznosti.

Poslednou moznostou bolo pouzitie programu Matlab. Ma& mnohé
vyhody a pre vyucbu numeriky je priamo stvoreny. TeSi sa aj velkej oblube
uCitelov na odbornych katedrach. Hlavny dévod, pre€¢o sme v nasom
experimente nepouzili tuto moznost bol Casovy faktor. Na pocitacové
cviCenia z numeriky, tak ako sme uz spominali, je vyhradenych 6 x 2 hodiny
za semester. V tomto Case sa neda stihnut precviCenie hlavnych tém
z numeriky, aj naucit' Studentov pracovat s uplne novym softwarom. Naviac
Studenti experimentalnej skupiny mali uz dva semestre aktivnej prace
s Mathematicou absolvované a praca v nej im nespésobovala technické
problémy. Z tychto dévodov sme sa rozhodli pre program Mathematica.
Nebudeme tu teraz uvadzat vSetky jeho moznosti a prednosti, nie je to
cielom nasho Cclanku. Struc¢ne uvedieme len tie, ktoré povazujeme
za najddlezitejSie.

- grafické moznosti programu

- moznost vytvarania uzavretych programovych balikov

- moznost’ dymanického programovania

- prepojenie s programovym jazykom C, resp. C++ |link na Fortranovské
kniznice, objektové programovanie

- animacné moznosti programu a prepojenie aj so systémom MathLab.
Zaujemcom mébzeme len odporucit www.wri.com (resp. jej zrkadla), alebo
zakladnu publikaciu [4].
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